
Κεφάλαιο 5
Ένα Υπόδειγµα Ενδογενούς Μεγέθυνσης

Στο κεφάλαιο αυτό αναλύουµε το υπόδειγµα ενδογενούς µεγέθυνσης το οποίο αντί να βασίζεται 
στην υπόθεση της εξωγενούς βελτίωσης της αποδοτικότητας της εργασίας, βασίζεται στην υπόθεση 
των εξωτερικών επιδράσεων της συσσώρευσης του κεφαλαίου στην αποδοτικότητα της εργασίας. 
Η βασική ιδέα που κινεί αυτό το υπόδειγµα οφείλεται στον Arrow (1962), και η ανάλυση των 
επιπτώσεων αυτής της ιδέας για την θεωρία της ενδογενούς µεγέθυνσης οφείλεται στον Romer 
(1986).

Σε αντίθεση µε τα υποδείγµατα εξωγενούς µεγέθυνσης που αναλύσαµε ως τώρα, όπου η εξέλιξη 
της αποδοτικότητας της εργασίας θεωρείται εξωγενής, θα υποθέσουµε ότι η αποδοτικότητα της 
εργασίας στην οικονοµία είναι συνάρτηση του συνολικού κεφαλαίου ανά εργαζόµενο στο σύνολο 
της οικονοµίας. Συνεπώς η αποδοτικότητα της εργασίας είναι ίδια για κάθε επιχείρηση και 
εξαρτάται από το συνολικό κεφάλαιο ανά εργαζόµενο στην οικονοµία. Η εξάρτηση αυτή 
τεκµηριώνεται σε υποδείγµατα εκµάθησης από την εµπειρία (learning by doing) όπως αυτό του 
Arrow (1962). Στα υποδείγµατα αυτά η συσσώρευση φυσικού κεφαλαίου αυξάνει την 
παραγωγικότητα της οικονοµίας τόσο άµεσα όσο και έµµεσα, µέσω της επίδρασής της στην 
“γνώση” και την αποδοτικότητα της εργασίας. Υποτίθεται εδώ ότι η “γνώση” είναι σαν δηµόσιο 
αγαθό.

Όπως αναφέρει ο Arrow, “η τεχνολογική πρόοδος γενικά µπορεί να αποδοθεί στην εµπειρία, µε την 
έννοια της ίδιας της διαδικασίας της παραγωγής. ... Θα θεωρήσω τις συσσωρευµένες ακαθάριστες 
επενδύσεις (τη συσσωρευµένη παραγωγή κεφαλαιακών αγαθών), ως το δείκτη της εµπειρίας. Κάθε 
νέα µηχανή που παράγεται και τίθεται σε χρήση είναι ικανή να αλλάξει το περιβάλλον της 
παραγωγής, έτσι ώστε η εκµάθηση να λαµβάνει χώρα µε συνεχώς νέες συνθήκες.”

Μία επαναστατική συνέπεια αυτής της προσέγγισης είναι ότι η συσσώρευση κεφαλαίου δεν 
υπόκειται σε φθίνουσες αποδόσεις, όπως στα υποδείγµατα εξωγενούς µεγέθυνσης.   

Προκειµένου να αναλύσουµε τις επιπτώσεις τις αποταµιευτικής συµπεριφοράς των νοικοκυριών 
στη διαδικασία της ενδογενούς µεγέθυνσης, συνδυάζουµε αυτό το υπόδειγµα µε τις υποθέσεις του 
υποδείγµατος  µε σταθερό ποσοστό αποταµίευσης (Solow), του υποδείγµατος του 
αντιπροσωπευτικού νοικοκυριού (Ramsey-Cass-Koopmans), και του υποδείγµατος των επαλλήλων 
γεννεών (Diamond-Blanchard-Weil).

Στο τελευταίο τµήµα του κεφαλαίου παρουσιάζουµε ένα εναλλακτικό υπόδειγµα µεγέθυνσης, µε 
παρόµοια όµως χαρακτηριστικά, το οποίο βασίζεται στην υπόθεση ότι η αποδοτικότητα της 
εργασίας εξαρτάται από δαπάνες για εκπαίδευση και κατάρτιση των εργαζοµένων οι οποίες 
αυξάνονται αναλογικά µε την αύξηση του συνολικού εισοδήµατος. Ο συντελεστής των δαπανών 
για εκπαίδευση και κατάρτιση, η οποία έχει θετική επίπτωση στην αποδοτικότητα της εργασίας, 
οδηγεί σε σταθερές αποδόσεις στη συσσώρευση του φυσικού κεφαλαίου, καθώς η συσσώρευση του 
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φυσικού κεφαλαίου συνοδεύεται από αντίστοιχη συσσώρευση ανθρωπίνου κεφαλαίου. Κατά τα 
άλλα, το υπόδειγµα αυτό, έχει αντίστοιχες συνέπειες µε το υπόδειγµα των Arrow-Romer. 

5.1 Ορισµοί

Y Προϊόν
K (Φυσικό) Κεφάλαιο
L Εργασία
h “γνώση”, ή “αποδοτικότητα της εργασίας”
t χρόνος
n ποσοστό αύξησης του εργατικού δυναµικού (εξωγενές)
s ποσοστό αποταµίευσης
ρ ποσοστό διαχρονικής προτίµησης του νοικοκυριού
α µερίδιο του κεφαλαίου στο εισόδηµα
δ ποσοστό απόσβεσης του κεφαλαίου

5.2 Συνάρτηση Παραγωγής

Η παραγωγή γίνεται από ένα µεγάλο αριθµό ανταγωνιστικών επιχειρήσεων. Η συνάρτηση 
παραγωγής της επιχείρησης i δίνεται από, 

Y

� 

i (t) = F( K

� 

i (t), h(t)L

� 

i (t) )  ; i = 1, 2, ....      (5.1)

Η συνάρτηση παραγωγής χαρακτηρίζεται από σταθερές αποδόσεις κλίµακας, οπότε µπορεί να 
γραφεί ως

y

� 

i  (t) = F( k

� 

i (t), h(t) )         (5.2)

όπου

y

� 

i  = Y

� 

i /L

� 

i   προϊόν ανά εργαζόµενο
k

� 

i  = K

� 

i /L

� 

i  κεφάλαιο ανά εργαζόµενο
h   αποδοτικότητα της εργασίας

Στη συνέχεια της ανάλυσης θα υποθέσουµε ότι η συνάρτηση παραγωγής έχει τη µορφή Cobb-
Douglas.

Yi (t) = AKi (t)
α (h(t)Li (t))

1−α , 0<α<1       (5.3)

Η αποδοτικότητα της εργασίας είναι η ίδια για όλες τις επιχειρήσεις.

5.3 Η Αποδοτικότητα της Εργασίας

Σε αντίθεση µε το υπόδειγµα εξωγενούς µεγέθυνσης του Solow, όπου η εξέλιξη της 
αποδοτικότητας της εργασίας θεωρείται εξωγενής, θα υποθέσουµε ότι η αποδοτικότητα της 
εργασίας στην οικονοµία είναι συνάρτηση του συνολικού κεφαλαίου ανά εργαζόµενο στο σύνολο 
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της οικονοµίας. Συνεπώς η αποδοτικότητα της εργασίας είναι ίδια για κάθε επιχείρηση και 
εξαρτάται από το συνολικό κεφάλαιο ανά εργαζόµενο στην οικονοµία. Η εξάρτηση αυτή 
τεκµηριώνεται σε υποδείγµατα εκµάθησης από την εµπειρία (learning by doing) όπως αυτό του 
Arrow (1962). Ειδικότερα, υποθέτουµε ότι η συνάρτηση αυτή παίρνει τη µορφή,

h(t) = K(t)
L(t)

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

β

, 0 ≤ β         (5.4)

όπου K είναι το φυσικό κεφάλαιο και L η απασχόληση στο σύνολο της οικονοµίας.

Υποκαθιστώντας την (5.4) στην (5.1), και αφού αθροίσουµε την παραγωγή όλων των 
επιχειρήσεων, λαµβάνουµε τη συνολική συνάρτηση παραγωγής.

Y (t) = A(K(t))α +β (1−α ) (L(t))1−(α +β (1−α ))       (5.5)

Από την (5.5) έχουµε ότι,

y(t) = A(k(t))α +β (1−α )          (5.6)

όπου y=Y/L και k=K/L.

Η µορφή της συνάρτησης αυτής παραγωγής παρίσταται γεωµετρικά στο Διάγραµµα 5.1, για 
διάφορες τιµές του β.

Για β=0, δεν υπάρχει επίπτωση της συσσώρευσης του κεφαλαίου στην αποδοτικότητα της 
εργασίας, και έχουµε την γνωστή µορφή Cobb Douglas. Για 0<β<1 υπάρχει επίπτωση της 
συσσώρευσης του κεφαλαίου, αλλά το οριακό προϊόν του κεφαλαίου µειώνεται καθώς 
συσσωρεύεται περισσότερο κεφάλαιο ανά εργαζόµενο. Η συσσώρευση κεφαλαίου οδηγεί σε 
φθίνουσες αποδόσεις, αν και οι αποδόσεις αυτές φθίνουν µε µικρότερο ρυθµό. Για β=1, το οριακό 
προϊόν του κεφαλαίου είναι σταθερό (Α) και δεν επηρεάζεται από τη συσσώρευση του κεφαλαίου. 
Δεν υπάρχουν δηλαδή φθίνουσες αποδόσεις στη συσσώρευση του κεφαλαίου. Για β>1, το οριακό 
προϊόν του κεφαλαίου αυξάνεται καθώς συσσωρεύεται περισσότερο κεφάλαιο, και παραβιάζεται η 
υπόθεση των σταθερών αποδόσεων κλίµακας. Εάν β<1 παραµένουν τα χαρακτηριστικά των 
υποδειγµάτων εξωγενούς µεγέθυνσης που µελετήσαµε ως τώρα, ενώ εάν β=1 ή β>1, η (5.6) οδηγεί 
σε υποδείγµατα ενδογενούς µεγέθυνσης.

Στη συνέχεια, θα επικεντρωθούµε στην ειδική περίπτωση β=1, κάτι το οποίο µετατρέπει το 
υπόδειγµά µας σε υπόδειγµα ενδογενούς µεγέθυνσης.  Στην ειδική περίπτωση β=1, η (5.5) παίρνει 
τη µορφή,

Y (t) = AK(t)           (5.7)

και η (5.6), τη µορφή,

y(t) = Ak(t)           (5.8)
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Λόγω της γραµµικότητας της συνολικής συνάρτησης παραγωγής, από την (5.8), ο ρυθµός αύξησης 
της παραγωγικότητας της εργασίας ή του κατά κεφαλήν εισοδήµατος g ισούται µε το ρυθµό 
συσσώρευσης φυσικού κεφαλαίου ανά εργαζόµενο.

y
•
(t)
y(t)

=
k
•
(t)
k(t)

= g          (5.9)

Για τον ίδιο λόγο, από την (5.7), ο ρυθµός αύξησης του συνολικού προϊόντος g+n, προσδιορίζεται 
από το ποσοστό των καθαρών επενδύσεων σε φυσικό κεφάλαιο σε σχέση µε το συνολικό προϊόν. 
Κατά συνέπεια, έχουµε,

g + n = Y
•
(t) /Y (t) = K

•
(t) / K(t) = (I(t) / K(t)) − δ = A(I(t) /Y (t)) − δ   (5.10)

όπου I είναι οι ακαθάριστες επενδύσεις παγίου κεφαλαίου και δ το ποσοστό απόσβεσης.

5.4 Προσδιορισµός Πραγµατικού Επιτοκίου και Πραγµατικού Μισθού

Υποθέτουµε ότι οι επιχειρήσεις λειτουργούν σε καθεστώς τέλειου ανταγωνισµού, και ότι 
µεγιστοποιούν τα κέρδη τους λαµβάνοντας τις τιµές των συντελεστών παραγωγής ως δεδοµένες. Η 
µεγιστοποίηση των κερδών συνεπάγεται ότι το πραγµατικό επιτόκιο ισούται µε το οριακό προϊόν 
του κεφαλαίου, και ο πραγµατικός µισθός µε το οριακό προϊόν της εργασίας.

Από την (5.3) το οριακό προϊόν του κεφαλαίου για την κάθε ανταγωνιστική επιχείρηση δίδεται από 
α k

� 

i (t)

� 

α−1h(t)

� 

1−α . Αντικαθιστώντας το h(t) από την (5.4), έχουµε,

r(t) = αA k

� 

i(t)

� 

α−1k(t)

� 

1−α -δ        (5.11)

όπου r(t) είναι το πραγµατικό επιτόκιο, και η έκφραση στη δεξιά πλευρά είναι το ιδιωτικό οριακό 
προϊόν του κεφαλαίου. Η (5.11) συνεπάγεται ότι όλες οι επιχειρήσεις θα επιλέξουν το ίδιο κεφάλαιο 
ανά εργαζόµενο, καθώς αντιµετωπίζουν το ίδιο πραγµατικό επιτόκιο. Δηλαδή, k

� 

i(t) = k(t) ∀ i. Το 
πραγµατικό επιτόκιο κατά συνέπεια ισούται µε,

r(t) = αA-δ = r         (5.12)

Το πραγµατικό επιτόκιο είναι σταθερό και ισούται µε το καθαρό οριακό προϊόν του κεφαλαίου, 
όπως το υπολογίζει η κάθε επιχείρηση. Επισηµαίνεται ότι λόγω του µικρού µεγέθους της, η κάθε 
ανταγωνιστική επιχείρηση δεν µπορεί να λάβει υπόψη την επίδραση της επιλογής του δικού της 
κεφαλαίου ανά εργαζόµενο, στο συνολικό κεφάλαιο ανά εργαζόµενο στην οικονοµία, άρα και στην 
συνολική αποδοτικότητα της εργασίας. Η εξωτερικότητα αυτή, αποτελεί έναν από τους λόγους που 
το πραγµατικό επιτόκιο όπως προσδιορίζεται από την (5.11) υποεκτιµά την κοινωνική οριακή 
αποδοτικότητα του κεφαλαίου. Θα επανέλθουµε σε αυτό το ζήτηµα παρακάτω.

Στην ανταγωνιστική ισορροπία, ο πραγµατικός µισθός ισούται µε το οριακό προϊόν της εργασίας. 
Προσδιορίζεται από,
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w(t) = (1-α)A k

� 

i(t)

� 

α k(t)

� 

1−α  = (1-α)A k(t)      (5.13)

όπου w(t) είναι ο πραγµατικός µισθός και έχουµε χρησιµοποιήσει τη ιδιότητα ότι στην ισορροπία k

� 

i

(t) = k(t) ∀ i.

Σε αντίθεση µε το επιτόκιο, ο πραγµατικός µισθός είναι συνάρτηση του κεφαλαίου ανά εργαζόµενο 
στο σύνολο της οικονοµίας, καθώς η αποδοτικότητα της εργασίας είναι και αυτή συνάρτηση του 
κεφαλαίου ανά εργαζόµενο. Από τη στιγµή που το κεφάλαιο ανά εργαζόµενο αυξάνεται µε ρυθµό 
g, και οι πραγµατικοί µισθοί αυξάνονται µε ρυθµό g.

Συνεπώς, το υπόδειγµα αυτό προβλέπει σταθερό πραγµατικό επιτόκιο και αυξανόµενους 
πραγµατικούς µισθούς. 

5.5 Το Ποσοστό Αποταµίευσης και το Ποσοστό Μεγέθυνσης

Ας υποθέσουµε ότι όπως και στο υπόδειγµα του Solow, η καταναλωτική συµπεριφορά 
περιγράφεται από ένα σταθερό ποσοστό αποταµίευσης. Κατά συνέπεια, η κατά κεφαλήν 
κατανάλωση δίνεται από,

c(t) = (1-s)y(t)          (5.14)

όπου s είναι το ποσοστό αποταµίευσης.

Η ζήτηση για το συνολικό προϊόν ισούται µε την κατανάλωση συν τις συνολικές επενδύσεις.

y(t) = c(t) + 

� 

k
•

(t) + (n+δ)k(t)        (5.15)

Συνδυάζοντας τις (5.8), (5.14) και (5.15), η µεταβολή του κατά κεφαλήν κεφαλαίου δίνεται από,

� 

k
•

(t) = sy(t) – nk(t) = (sA-n-δ)k(t)       (5.16)

Διαιρώντας και τις δύο πλευρές της (5.16) µε k(t) προκύπτει ότι,

g = 

� 

k
•

(t)/k(t) = sA-(n+δ)        (5.17)

Όσο µεγαλύτερο είναι το ποσοστό αποταµίευσης s, και η παραγωγικότητα του κεφαλαίου τόσο 
µεγαλύτερο είναι το ποσοστό µεγέθυνσης του κατά κεφαλήν εισοδήµατος. Από την άλλη, ο ρυθµός 
αύξησης του πληθυσµού (απασχόλησης) και το ποσοστό απόσβεσης έχουν αρνητική επίπτωση στο 
ρυθµό αύξησης της παραγωγικότητας της εργασίας, για δεδοµένο ποσοστό αποταµίευσης και 
παραγωγικότητα του κεφαλαίου.

Στο υπόδειγµα αυτό το ποσοστό αποταµίευσης παίζει ανάλογο ρόλο µε το ρόλο του στο υπόδειγµα 
του Solow. Στο υπόδειγµα του Solow το ποσοστό αποταµίευσης επηρεάζει θετικά το k* και το 
ρυθµό ανάπτυξης κατά τη διαδικασία σύγκλισης προς το k*, αλλά δεν επηρεάζει το µακροχρόνιο 
ρυθµό ανάπτυξης που θεωρείται εξωγενής. Στο υπόδειγµα αυτό, το ποσοστό αποταµίευσης s 
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προσδιορίζει τις επενδύσεις παγίου κεφαλαίου και το µακροχρόνιο ρυθµό ανάπτυξης, διότι η 
συσσώρευση του κεφαλαίου δεν µειώνει το οριακό του προϊόν, όπως στο υπόδειγµα του Solow.

5.6 Το Αντιπροσωπευτικό Νοικοκυριό και το Ποσοστό Μεγέθυνσης

Η υπόθεση για ένα εξωγενές ποσοστό αποταµίευσης δεν είναι θεωρητικά ικανοποιητική. Το 
ποσοστό αποταµίευσης προσδιορίζεται από βαθύτερους παράγοντες που σχετίζονται µε τις 
προτιµήσεις και τους περιορισµούς των νοικοκυριών.

Πως προσδιορίζεται το ποσοστό µεγέθυνσης όταν υπάρχει ένα αντιπροσωπευτικό νοικοκυριό, που 
µεγιστοποιεί τη διαχρονική χρησιµότητά από την κατανάλωσή του;

Υποθέτουµε ένα αντιπροσωπευτικό νοικοκυριό, που µεγιστοποιεί τη διαχρονική συνάρτηση 
χρησιµότητας,

U = 

� 

t= 0

∞∫ e

� 

−(ρ−n )t

� 

c(t)1−θ

1−θ
dt        (5.18)

υπό τον εισοδηµατικό περιορισµό του νοικοκυριού,

� 

k
•

(t) = r(t)k(t) + w(t) – c(t) – nk(t)       (5.19)

Το εισόδηµα του νοικοκυριού είναι το εισόδηµα του από κεφάλαιο (τόκους) συν το εισόδηµα από 
εργασία (µισθοί).

Από τις συνθήκες πρώτης τάξης προκύπτει η γνωστή εξίσωση Euler για την κατανάλωση (βλέπε 
Κεφάλαιο 2).

� 

c
•
(t)/c(t) = 

� 

1
θ

 ( r(t) – ρ )        (5.20)

Δεδοµένου ότι από την εξίσωση (5.12) το πραγµατικό επιτόκιο είναι σταθερό και ίσο µε αΑ-δ, το 
ποσοστό αύξησης της κατά κεφαλήν κατανάλωσης είναι σταθερό.

� 

c
•
(t)/c(t) = 

� 

1
θ

 ( αA-δ – ρ )        (5.21)

H (5.21) είναι αυτή που προσδιορίζει το ρυθµό αύξησης του κατά κεφαλήν εισοδήµατος g, καθώς 
στην πορεία ισόρροπης µεγέθυνσης όλα τα κατά κεφαλήν µεγέθη θα έχουν τον ίδιο ρυθµό 
µεγέθυνσης. Σε αντίθετη περίπτωση, είτε η κατανάλωση θα εξαντλούσε το σύνολο του 
εισοδήµατος, ή οι επενδύσεις σταδιακά θα εξαντλούσαν το σύνολο του εισοδήµατος.

Από την (5.21), όσο µεγαλύτερο είναι το ποσοστό διαχρονικής προτίµησης του νοικοκυριού σε 
σχέση µε την παραγωγικότητα του κεφαλαίου (επιτόκιο), τόσο µικρότερο είναι το ποσοστό 
µεγέθυνσης της οικονοµίας. Αυτό συµβαίνει διότι όσο µεγαλύτερο είναι το ποσοστό διαχρονικής 
προτίµησης, τόσο µικρότερες είναι οι αποταµιεύσεις. 
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Για να βρούµε το ποσοστό αποταµίευσης, θα χρησιµοποιήσουµε την (5.8) και την (5.15). Από 
αυτές προκύπτει ότι,

� 

k
•

(t) = Αk(t) – c(t) – (n+δ)k(t)        (5.22)

Η (5.22) είναι ο µακροοικονοµικός περιορισµός που προκύπτει από την ταυτότητα του εθνικού 
εισοδήµατος. Ότι δηλαδή το συνολικό εισόδηµα στην οικονοµία ισούται µε την κατανάλωση συν 
τις επενδύσεις. Διαιρώντας µε το k(t),

� 

k
•

(t)/k(t) = Α - n-δ – [ c(t)/k(t) ] = g       (5.23)

Από την (5.23) προκύπτει ότι,

c(t)/k(t) = Α - n - g - δ         (5.24)

Από την (5.24), το ποσοστό της κατανάλωσης στο συνολικό εισόδηµα ισούται µε,

c(t)/y(t) = c(t)/(Αk(t)) = 1 – ( n + g+δ)/Α      (5.25)

Από την (5.25), το ποσοστό αποταµίευσης προκύπτει ως,

s =( n + g+δ)/Α = [ n +δ+1/θ( αΑ -δ– ρ ) ]/Α     (5.26)

Το ποσοστό αποταµίευσης είναι σταθερό, και εξαρτάται θετικά από το ρυθµό αύξησης του 
πληθυσµού και την ελαστικότητα διαχρονικής υποκατάστασης της κατανάλωσης, και αρνητικά από 
το ποσοστό διαχρονικής προτίµησης του νοικοκυριού και το ποσοστό απόσβεσης του κεφαλαίου.

Γνωρίζουµε ότι στο υπόδειγµα εξωγενούς µεγέθυνσης του Ramsey, η ανταγωνιστική ισορροπία 
είναι αποτελεσµατική (κατά Pareto). Συµβαίνει όµως το ίδιο και στο υπόδειγµα ενδογενούς 
µεγέθυνσης του Romer; 

5.7 Η Αποτελεσµατικότητα της Ανταγωνιστικής Ισορροπίας

Για να δούµε αν η ανταγωνιστική ισορροπία είναι ανταγωνιστική, ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένας 
κοινωνικός σχεδιαστής που µεγιστοποιεί την (5.18) υπό τον µακροοικονοµικό περιορισµό (5.22), 
αντί για τον ιδιωτικό περιορισµό (5.19).

Από τις συνθήκες πρώτης τάξης προκύπτει η εξίσωση Euler για τον κοινωνικό σχεδιαστή,

� 

c
•
(t)/c(t) = 

� 

1
θ

 ( Α -δ- ρ ) = g* > g       (5.19΄)

Από την (5.19΄) προκύπτει ότι στην ανταγωνιστική ισορροπία, ο ρυθµός µεγέθυνσης της 
οικονοµίας είναι µικρότερος από τον κοινωνικά αποτελεσµατικό ρυθµό µεγέθυνσης. Αυτό 
συµβαίνει διότι το ανταγωνιστικό επιτόκιο (αΑ-δ) υποεκτιµά την οριακή κοινωνική αποδοτικότητα 
του κεφαλαίου (Α-δ), η οποία λόγω των εξωτερικών επιδράσεων του συνολικού κεφαλαίου στην 
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αποδοτικότητα της εργασίας είναι µεγαλύτερη από την ιδιωτική του αποδοτικότητα. Οι θετικές 
εξωτερικές επιδράσεις του κεφαλαίου δεν αντανακλώνται στο πραγµατικό επιτόκιο. Κατά 
συνέπεια, τα νοικοκυριά έχουν µικρότερο κίνητρο συσσώρευσης κεφαλαίου και ο ρυθµός 
ανάπτυξης της οικονοµίας είναι χαµηλότερος από ό,τι θα ήταν κοινωνικά επιθυµητό.

Αυτό σηµαίνει ότι η ανταγωνιστική ισορροπία θα µπορούσε να βελτιωθεί αν ο κοινωνικός 
σχεδιαστής επιδοτούσε το κεφάλαιο σε σχέση µε την εργασία.

5.8 Η Ενδογενής Μεγέθυνση στο Υπόδειγµα Blanchard-Weil

Αναλύουµε τώρα τον προσδιορισµό της ενδογενούς µεγέθυνσης σε ένα υπόδειγµα όπου η αύξηση 
του πληθυσµού προέρχεται από την είσοδο νέων νοικοκυριών. Ο αριθµός των µελών κάθε 
νοικοκυριού είναι σταθερός, και ο ρυθµός εισόδου νέων νοικοκυριών ισούται µε n. Κάθε 
νοικοκυριό έχει άπειρο χρονικό ορίζοντα.

Το νοικοκυριό που γεννήθηκε στη στιγµή j µεγιστοποιεί τη διαχρονική συνάρτηση χρησιµότητας, 

U

� 

j  = 

� 

−ρte
t= j

∞∫ u( c(j, t) ) dt        (5.27)

όπου,

c(j,t) κατανάλωση του νοικοκυριού µε χρόνο γέννησης j τη στιγµή t
u στιγµιαία συνάρτηση χρησιµότητας
ρ ποσοστό προεξόφλησης, ή διαχρονικής προτίµησης (εξωγενές)

Ακολουθώντας τον Blanchard (1985) και τον Weil (1989) θα υποθέσουµε ότι η στιγµιαία 
συνάρτηση χρησιµότητας είναι λογαριθµική.

u( c(j, t) ) = ln( c(j, t) )        (5.28)

Όλα τα νοικοκυριά παρέχουν µία µονάδα εργασίας και, άν έχουν αποταµιεύσει, έχουν εισόδηµα 
από το κεφάλαιο που κατέχουν.

Το νοικοκυριό j µεγιστοποιεί την (5.27) υπό τον περιορισµό,

� 

k
•

(j,t) = r(t)k(j,t) + w(t) – c(j,t)       (5.29)

όπου k(j,j) = 0.

Από τις συνθήκες πρώτης τάξης, και αφού προχωρήσουµε σε συνολικοποίηση, έχουµε την 
ακόλουθη εξίσωση για την εξέλιξη της συνολικής κατανάλωσης,

� 

C
•

(t) = ( r(t)-ρ+n) C(t) – nρK(t)       (5.30)

Από την (5.30), αφού διαιρέσουµε µε L(t), η εξέλιξη της κατά κεφαλήν κατανάλωσης δίνεται από,
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� 

c
•
(t) = ( r(t)-ρ )c(t) – nρk(t)        (5.31)

Διαιρώντας την (5.31), µε το κατά κεφαλήν εισόδηµα y(t), και αφού αντικαταστήσουµε το 
πραγµατικό επιτόκιο από τη (5.12), και το λόγο κεφαλαίου προϊόντος από την (5.8), έχουµε την 
ακόλουθη εξίσωση για την εξέλιξη του µεριδίου της ιδιωτικής κατανάλωσης ως προς το συνολικό 
εισόδηµα.

c
_
•

(t) = (r(t) − ρ − g)c
_
(t) − nρ k

_
(t) = (αA − δ − ρ − g)c

_
(t) − nρA−1    (5.32)

όπου για µία µεταβλητή Χ, ορίζουµε το λόγο της ως προς το συνολικό εισόδηµα Υ ως,

x
_
=
X
Y

Από την εξίσωση της συσσώρευσης του κατά κεφαλήν κεφαλαίου (5.22) έχουµε,

g = 1− c
_
(t)⎛

⎝
⎞
⎠ A − n − δ         (5.33)

Η (5.33) δεν λέει τίποτα άλλο παρά ότι ο συνολικός ρυθµός οικονοµικής µεγέθυνσης ισούται µε το 
ποσοστό των επενδύσεων (αποταµιεύσεων) στο συνολικό εισόδηµα, επί τη (σταθερή) µέση 
παραγωγικότητα του κεφαλαίου A, µείον τις αποσβέσεις.

Μπορούµε κατά συνέπειαν να χρησιµοποιήσουµε το σύστηµα των (5.32) και (5.33) προκειµένου να 
προσδιορίσουµε τις ενδογενείς µεταβλητές που δεν είναι άλλες από το ποσοστό της κατά κεφαλήν 
µεγέθυνσης g και το λόγο της ιδιωτικής κατανάλωσης προς το συνολικό εισόδηµα. Δεδοµένου ότι 
και οι δύο µεταβλητές είναι µη προκαθορισµένες, η ισορροπία επιτυγχάνεται άµεσα.

Για σταθερό λόγο της ιδιωτικής κατανάλωσης στο συνολικό εισόδηµα, η (5.32) µετατρέπεται σε,

c
_
(t) = nρA−1

αA − δ − ρ − g
         (5.34)

Όσο µεγαλύτερος είναι ο ρυθµός οικονοµικής µεγέθυνσης, τόσο µεγαλύτερος είναι ο λόγος της 
ιδιωτικής κατανάλωσης προς το συνολικό εισόδηµα, για δεδοµένη διαφορά µεταξύ του 
πραγµατικού επιτοκίου και του ποσοστού διαχρονικής προτίµησης των νοικοκυριών. Η µη 
γραµµική αυτή σχέση παρίσταται από την αύξουσα καµπύλη στο Διάγραµµα 5.2. Προφανώς, 
καθώς το g τείνει προς το αΑ-δ-ρ ο λόγος της ιδιωτικής κατανάλωσης προς το συνολικό εισόδηµα 
τείνει στο άπειρο.

Η εξίσωση της συσσώρευσης κεφαλαίου (5.33) παρίσταται από την ευθεία µε την αρνητική κλίση. 
Όσο µεγαλύτερος είναι ο λόγος της ιδιωτικής κατανάλωσης προς το συνολικό εισόδηµα, τόσο 
µικρότερες είναι οι αποταµιεύσεις, και τόσο µικρότερες είναι οι επενδύσεις και ο ρυθµός 
µεγέθυνσης της οικονοµίας.
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Η ισορροπία προσδιορίζεται στο σηµείο τοµής των δύο γεωµετρικών τόπων Ε. Αξίζει να σηµειωθεί 
ότι στην ισορροπία αυτή ο λόγος της ιδιωτικής κατανάλωσης προς το συνολικό εισόδηµα είναι 
µεγαλύτερος από ότι στο αντίστοιχο υπόδειγµα αντιπροσωπευτικού νοικοκυριού, και ο ρυθµός 
οικονοµικής µεγέθυνσης είναι µικρότερος. Η ισορροπία στο συγκρίσιµο υπόδειγµα 
αντιπροσωπευτικού νοικοκυριού (n=0) προσδιορίζεται στο σηµείο ER.

Είναι σχετικά απλό να δείξει κανείς ότι µία αύξηση του ποσοστού διαχρονικής προτίµησης του 
νοικοκυριού οδηγεί σε αύξηση του λόγου της ιδιωτικής κατανάλωσης και σε µείωση του ρυθµού 
οικονοµικής µεγέθυνσης.

5.9 Δηµοσιονοµική Πολιτική και Ενδογενής Μεγέθυνση

Οι επιπτώσεις της δηµοσιονοµικής πολιτικής, όταν εισάγουµε την κυβέρνηση, είναι ανάλογες µε τις 
επιπτώσεις στο υπόδειγµα των Blanchard-Weil µε εξωγενή µεγέθυνση. Όπου στο υπόδειγµα 
εξωγενούς µεγέθυνσης προσδιορίζεται ο λόγος του κατά κεφαλήν κεφαλαίου και της κατανάλωσης 
προς την αποδοτικότητα της εργασίας, στο υπόδειγµα αυτό προσδιορίζεται ο ρυθµός οικονοµικής 
µεγέθυνσης και ο λόγος της κατανάλωσης προς το συνολικό εισόδηµα.

Υποθέτοντας ότι η κυβέρνηση σταθεροποιεί το δηµόσιο χρέος ως προς το συνολικό εισόδηµα και 
ότι επιλέγει ένα σταθερό ποσοστό δηµόσιας κατανάλωσης ως προς το συνολικό εισόδηµα, το 
υπόδειγµα των Blanchard Weil µε ενδογενή µεγέθυνση παίρνει την ακόλουθη µορφή.

c
_
•

(t) = (r(t) − ρ − g)c
_
(t) − nρ(k

_
(t) + b

_
) = (αA − δ − ρ − g)c

_
(t) − nρ(A−1 + b

_
)   (5.35)

c
_
(t) = 1− c

_
g− (n + g + δ )A−1         (5.36)

Η (5.35) είναι η συνάρτηση συνολικής κατανάλωσης όταν τα νοικοκυριά διακρατούν όχι µόνο 
κεφάλαιο αλλά και οµόλογα του δηµοσίου, και προκύπτει από την (5.32). Η (5.36) προκύπτει από 
την εξίσωση (5.33) όταν υπάρχει και δηµόσια κατανάλωση, και περιγράφει τη συσσώρευση του 
κεφαλαίου (ποσοστό οικονοµικής µεγέθυνσης) ως αποτέλεσµα των εθνικών αποταµιεύσεων.

Στις (5.35) και (5.36) υποθέτουµε ότι,

c
_
g =

cg (t)
y(t)

, b
_
=
b(t)
y(t)

δηλαδή ότι η κυβέρνηση επιλέγει ένα σταθερό ποσοστό των δηµοσίων δαπανών και του δηµοσίου 
χρέους ως προς το ΑΕΠ.

Κατά συνέπεια το υπόδειγµα προσδιορίζει το ποσοστό της ιδιωτικής κατανάλωσης ως προς 
συνολικό εισόδηµα, c/y, καθώς και τον ρυθµό αύξησης του κατά κεφαλήν εισοδήµατος g.

Η ισορροπία παρουσιάζεται στο Διάγραµµα 5.3. Η διακεκοµένη καµπύλη µε θετική κλίση παριστά 
την (5.35) για σταθερό ποσοστό ιδιωτικής κατανάλωσης στο συνολικό εισόδηµα, και δίνεται από,
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c
_
(t) = c(t)

y(t)
=

nρ(A−1 + b
_
)

(αA − δ − ρ − g)
       (5.37)

Όσο µεγαλύτερος είναι ο ρυθµός οικονοµικής µεγέθυνσης, τόσο µεγαλύτερος είναι ο λόγος της 
ιδιωτικής κατανάλωσης προς το συνολικό εισόδηµα, για δεδοµένη διαφορά µεταξύ του 
πραγµατικού επιτοκίου και του ποσοστού διαχρονικής προτίµησης των νοικοκυριών. Η µη 
γραµµική αυτή σχέση παρίσταται από την αύξουσα καµπύλη στο Διάγραµµα 5.2. Προφανώς, 
καθώς το g τείνει προς το αΑ-δ-ρ ο λόγος της ιδιωτικής κατανάλωσης προς το συνολικό εισόδηµα 
τείνει στο άπειρο.

Για θετικό ποσοστό του δηµοσίου χρέους ως προς το ΑΕΠ, η συνάρτηση αυτή κείται πάνω από την 
αντίστοιχη συνάρτηση κατανάλωσης µε µηδενικό δηµόσιο χρέος (συνεχής καµπύλη), καθώς τα 
υφιστάµενα νοικοκυριά θεωρούν το δηµόσιο χρέος ως πλούτο, επειδή γνωρίζουν ότι µέρος της 
µελλοντικής εξυπηρέτησης του δηµοσίου χρέους θα επιβαρύνει τις µελλοντικές και όχι µόνο τις 
τρέχουσες γεννεές.

Η διακεκοµένη ευθεία µε αρνητική κλίση παριστά την αρνητική σχέση µεταξύ οικονοµικής 
µεγέθυνσης (συσσώρευσης του κεφαλαίου) και ποσοστού ιδιωτικής κατανάλωσης, δεδοµένου ότι 
όσο µεγαλύτερο είναι το ποσοστό της ιδιωτικής κατανάλωσης, τόσο µικρότερο είναι το ποσοστό 
αποταµιεύσεων και επενδύσεων. Με θετικό ποσοστό της δηµόσιας κατανάλωσης στο συνολικό 
εισόδηµα, η ευθεία αυτή βρίσκεται χαµηλότερα από την αντίστοιχη ευθεία µε µηδενική δηµόσια 
κατανάλωση.

Είναι προφανές ότι τόσο το ύψος του δηµοσίου χρέους ώς προς το συνολικό εισόδηµα, όσο και το 
ύψος της δηµόσιας κατανάλωσης έχουν αρνητικές επιπτώσεις στο µακροχρόνιο ποσοστό 
µεγεθυνσης g. Ο λόγος είναι ότι τόσο το δηµόσιο χρέος όσο και η δηµόσια καταναλώση προκαλούν 
µείωση στις συνολικές αποταµιεύσεις. 

Το δηµόσιο χρέος προκαλεί αύξηση της ιδιωτικής κατανάλωσης των τρεχουσών γεννεών µε 
αποτέλεσµα να περιορίζεται ο ρυθµός συσσώρευσης του κεφαλαίου και το ποσοστό οικονοµικής 
µεγέθυνσης (βλ. σηµείο Εb στο Διάγραµµα 5.3).

Η δηµόσια κατανάλωση προκαλεί αναλογικά µικρότερη µείωση της ιδιωτικής κατανάλωσης, µε 
αποτέλεσµα να µειώνονται οι συνολικές αποταµιεύσεις και να περιορίζεται ο ρυθµός συσσώρευσης 
του κεφαλαίου και το ποσοστό οικονοµικής µεγέθυνσης (βλ. σηµείο Εcg στο Διάγραµµα 5.3).

Ο συνδυασµός των δύο προκαλεί ακόµη µεγαλύτερη µείωση του ποσοστού οικονοµικής 
µεγέθυνσης.

Στο αντίστοιχο υπόδειγµα αντιπροσωπευτικού νοικοκυριού (µε n=0), ο ρυθµός οικονοµικής 
µεγέθυνσης δεν επηρεάζεται από την ύπαρξη του δηµοσίου χρέους ή της δηµόσιας κατανάλωσης. 
Ο ρυθµός οικονοµικής µεγέθυνσης προσδιορίζεται από τη διαφορά του πραγµατικού επιτοκίου από 
το ποσοστό διαχρονικής προτίµησης (σηµείο gR στο Διάγραµµα 5.3).  Η µεν δηµόσια κατάναλωση 
υποκαθιστά αντίστοιχη ιδιωτική κατανάλωση χωρίς να επηρεάζει τις συνολικές αποταµιεύσεις, το 
δε δηµόσιο χρέος δεν επηρεάζει την ιδιωτική κατάναλωση καθώς θεωρείται ισοδύναµο µε τους 
φόρους.
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5.10 Εκπαίδευση και Κατάρτιση και Ενδογενής Μεγέθυνση

Η ενδογενής µεγέθυνση στο υπόδειγµα που παρουσιάσαµε είναι ένα υποπροϊόν της συσσώρευσης 
του φυσικού κεφαλαίου, λόγω της υπόθεσης που κάναµε ότι η αποδοτικότητα της εργασίας είναι 
συνάρτηση του φυσικού κεφαλαίου ανά εργαζόµενο στο σύνολο της οικονοµίας.

Μία εναλλακτική κατηγορία υποδειγµάτων ενδογενούς µεγέθυνσης (βλ. Lucas (1988)) δίνει 
έµφαση στην εκπαίδευση και κατάρτιση των εργαζοµένων.

Στο τµήµα αυτό θα παρουσιάσουµε ένα απλοποιηµένο υπόδειγµα εκπαίδευσης και κατάρτισης που 
οδηγεί σε ενδογενή µεγέθυνση.

Η τεχνολογία παραγωγής των ανταγωνιστικών επιχειρήσεων δίνεται από µία συνάρτηση 
παραγωγής της µορφής Cobb Douglas, όπως η εξίσωση (5.3).

Yi (t) = AKi (t)
α (h(t)Li (t))

1−α , 0<α<1       (5.3)

Θα υποθέσουµε ότι η αποδοτικότητα της εργασίας στην οικονοµία είναι συνάρτηση των δαπανών 
για εκπαίδευση και κατάρτιση που κάνουν τα νοικοκυριά (ή η κυβέρνηση).

h(t) = γ Y (t)
L(t)

= γ y(t) , 0< γ ≤1       (5.38)

όπου γ είναι µία παράµετρος που µετρά το ποσοστό του κατά κεφαλήν εισοδήµατος που δαπανάται 
σε εκπαίδευση και κατάρτιση.

Υποκαθιστώντας την (5.38) στην (5.3), και αφού αθροίσουµε την παραγωγή όλων των 
επιχειρήσεων, λαµβάνουµε τη συνολική συνάρτηση παραγωγής.

Y (t) = A
_
K(t)           (5.39)

όπου,

A
_
= Aγ 1−α( )1/α          (5.40)

Από την (5.39) έχουµε ότι,

y(t) = A
_
k(t)           (5.41)

όπου y=Y/L και k=K/L.

Το υπόδειγµα αυτό, λόγω της υπόθεσης ότι η σχέση µεταξύ ανθρωπίνου κεφαλαίου και συνολικού 
εισοδήµατος είναι γραµµική, είναι υπόδειγµα ενδογενούς µεγέθυνσης. Η συσσώρευση φυσικού 
κεφαλαίου προκαλεί αύξηση του εισοδήµατος, εκείνη µε τη σειρά της προκαλεί αύξηση του 
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ανθρωπίνου κεφαλαίου µέσω των δαπανών για εκπαίδευση και κατάρτιση, αυτό προκαλεί αύξηση 
της οριακής αποδοτικότητας του φυσικού κεφαλαίου, και ούτω καθεξής. Η παράλληλη 
συσσώρευση φυσικού και ανθρωπίνου κεφαλαίου οδηγεί σε ενδογενή µεγέθυνση.

Κατά τα άλλα το υπόδειγµα αυτό είναι παρόµοιο µε το υπόδειγµα των Arrow Romer. Η µόνη τους 
διαφορά είναι ότι σε αυτό το υπόδειγµα η συσσώρευση ανθρωπίνου κεφαλαίου δεν είναι απλό 
υποπροϊόν της συσσώρευσης φυσικού κεφαλαίου, αλλά αποτέλεσµα των δαπανών για εκπαίδευση 
και κατάρτιση.

5.11 Συµπεράσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό αναλύσαµε ένα υπόδειγµα ενδογενούς µεγέθυνσης το οποίο αντί να βασίζεται 
στην υπόθεση της εξωγενούς βελτίωσης της αποδοτικότητας της εργασίας, βασίζεται στην υπόθεση 
των εξωτερικών επιδράσεων της συσσώρευσης του κεφαλαίου, ή της µεγέθυνσης του συνολικού 
εισοδήµατος, στην αποδοτικότητα της εργασίας.

Η βασική ιδέα που κινεί αυτό το υπόδειγµα οφείλεται στον Arrow (1962), και η ανάλυση των 
επιπτώσεων αυτής της ιδέας για την θεωρία της ενδογενούς µεγέθυνσης οφείλεται στον Romer 
(1986).

Παρουσιάσαµε επίσης ένα παρόµοιο υπόδειγµα το οποίο βασίζεται στην υπόθεση ότι η 
αποδοτικότητα της εργασίας εξαρτάται από δαπάνες για εκπαίδευση και κατάρτιση των 
εργαζοµένων, οι οποίες αυξάνονται αναλογικά µε την αύξηση του συνολικού εισοδήµατος. Ο 
συντελεστής των δαπανών για εκπαίδευση και κατάρτιση, η οποία έχει θετική επίπτωση στην 
αποδοτικότητα της εργασίας, οδηγεί σε σταθερές αποδόσεις στη συσσώρευση του φυσικού 
κεφαλαίου, καθώς η συσσώρευση του φυσικού κεφαλαίου συνοδεύεται από αντίστοιχη 
συσσώρευση ανθρωπίνου κεφαλαίου.
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Διάγραµµα 5.1
Η Συνάρτηση Παραγωγής για Διαφορετικές Τιµές του β

k

y

β=0

0<β<1

β=1β>1
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Διάγραµµα 5.2
Ο Προσδιορισµός της Ιδιωτικής Κατανάλωσης και του Ρυθµού Μεγέθυνσης

g
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y
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Διάγραµµα 5.3
Ο Προσδιορισµός της Ιδιωτικής Κατανάλωσης και του Ρυθµού Μεγέθυνσης

µε Δηµόσια Κατανάλωση και Δηµόσιο Χρέος

g
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