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2.1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Τα ψηφιακά κυκλώµατα λειττουργούν σε δύο καταστάσεις, 0 και 1, όπου τα 0 και 1 αντιστοιχούν σε
προκαθορισµένα επίπεδα τάσης. Για το λόγο αυτό, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µία απλοποιηµένη
άλγεβρα, στην οποία ϑα εκτελούνται πράξεις µε τα δύο αυτά σύµβολα. Τις ϐάσεις της άλγεβρας αυτής
έθεσε ο George Boole στο ϐιβλίο του [BOOL1854] και για αυτό η άλγεβρα ονοµάστηκε ’λγεβρα Boole.
Η άλγεβρα Boole αποτελεί ένα πολύ απλό µαθηµατικό εργαλείο, το οποίο µας επιτρέπει να εκφράσουµε
τη σχέση ανάµεσα στις εισόδους και εξόδους ενός κυκλώµατος µε τη ϐοήθεια µίας εξίσωσης ή λογικής
έκφρασης. Επιπλέον, τα ϑεωρήµατα και τα αξιώµατα της άλγεβρας Boole µας επιτρέπουν, ως ένα ϐαθµό,
να απλοποιήσουµε τις λογικές εκφράσεις που περιγράφουν τη λειτουργία ενός κυκλώµατος. Ωστόσο,
υπάρχουν άλλες τεχνικές οι οποίες εξυπηρετούν καλύτερα το συγκεκριµένο σκοπό. Οι τεχνικές αυτές
περιγράφονται στο Κεφάλαιο 4.

Η άλγεβρα Boole είναι µία αλγεβρική δοµή που ορίζεται από ένα σύνολο τελεστών, ένα σύνολο
στοιχείων, και ένα σύνολο αξιωµάτων. ΄Ενα σύνολο είναι µία οµάδα από στοιχεία, τα οποία εµφανίζουν
κοινές ιδιότητες. Παράδειγµα συνόλου αποτελεί το σύνολο των ϕυσικών αριθµών Ν={1, 2, 3, 4, 5....}. Με
τον όρο τελεστής εννοούµε τον κανόνα µε τον οποίο ένα Ϲεύγος στοιχείων ενός συνόλου, αντιστοιχίζεται
σε ένα στοιχείο του ίδιου συνόλου. Για παράδειγµα, ο τελεστής (+) αντιστοιχίζει το Ϲεύγος αριθµών 1 και
4 του συνόλου των ϕυσικών αριθµών µε τον αριθµό 5, ο οποίος επίσης είναι µέλος του ίδιου συνόλου. Τα
αξιώµατα είναι προτάσεις τις οποίες δεχόµαστε χωρίς απόδειξη. Βάσει των προτάσεων αυτών, παράγονται
άλλες προτάσεις και ϑεωρήµατα της αλγεβρικής δοµής. ΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια, ορισµένα από
τα αξιώµατα της άλγεβρας Boole είναι διαφορετικά από την άλγεβρα των πραγµατικών αριθµών µε την
οποία είναι εξοικειωµένος ο αναγνώστης.

Στο υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου, ϑα ορίσουµε αρχικά την άλγεβρα Boole, δηλαδή την άλγεβρα
Boole η οποία ορίζεται πάνω σε ένα σύνολο S αποτελούµενο από τα στοιχεία 0 και 1. Η άλγεβρα Boole
είναι αυτή που µας ενδιαφέρει για την ανάλυση και σχεδίαση των λογικών κυκλωµάτων. Ειδικότερα, ϑα
ορίσουµε τους τελεστές της άλγεβρας Boole και ϑα παρουσιάσουµε τα αξιώµατα που ισχύουν σε αυτή.
΄Επειτα, ϑα παρουσιάσουµε και ϑα αποδείξουµε τα ϐασικά ϑεωρήµατα της άλγεβρας Boole χρησιµοποι-
ώντας τα αξιώµατα, αλλά και ένα εργαλείο, το οποίο ονοµάζεται πίνακας αληθείας (truth table). Στη
συνέχεια, ϑα ορίσουµε το σύνολο των λογικών πράξεων της άλγεβρας Boole, ενώ στο τελευταίο µέρος του
κεφαλαίου ϑα περιγράψουµε τον τρόπο µε τον οποίο αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την ανάλυση
των λογικών εκφράσεων που περιγράφουν τη λειτουργία των κυκλωµάτων.

2.2 Η ΑΛΓΕΒΡΑ BOOLE

Η άλγεβρα Boole ορίζεται πάνω σε ένα σύνολο A αποτελούµενο από δύο στοιχεία (0, 1) και τρεις τελεστές,
(+), (·) και (′):

A =
{
(0,1), + , · , ′

}
Οι τρεις τελεστές της άλγεβρας Boole, (+), (·), και (′), ακολουθούν τους εξής κανόνες λειτουργίας1:

1. Ο τελεστής (+) ή λογικό ΄Η: Το λογικό ΄Η ανάµεσα σε δύο στοιχεία του συνόλου S δίνει αποτέλεσµα
εντός του συνόλου S, το οποίο ισούται µε 0, αν τα δύο στοιχεία είναι ίσα µε 0 και 1, αν τουλάχιστον
ένα από τα δύο στοιχεία είναι ίσο µε 1.

2. Ο τελεστής (·) ή λογικό ΚΑΙ: Το λογικό ΚΑΙ ανάµεσα σε δύο στοιχεία του συνόλου S δίνει αποτέλεσµα
εντός του συνόλου S, το οποίο ισούται µε 0, αν τουλάχιστον ένα από τα δύο στοιχεία είναι ίσο µε 0
και 1, αν και τα δύο στοιχεία είναι ίσα µε 1.

3. Ο µοναδιαίος τελεστής (′) ή συµπλήρωµα: Για κάθε στοιχείο x ∈ {0, 1}, το συµπλήρωµά του, x,
ορίζεται ως ακολούθως:

• Αν x = 1, τότε x = 0,.
1Οι τελεστές αυτοί έχουν διαφορετικά σύµβολα στη µαθηµατική λογική. Ο τελεστής + συµβολίζεται µε το ∨ ενώ ο τελεστής

· συµβολίζεται µε το ∧, ή τίποτα. Το συµπλήρωµα ενός στοιχείου x συµβολίζεται είτε µε το (′) είτε µε µε άνω παύλα ¯. Ο
συµβολισµός της άνω παύλας είναι αυτός που κυρίως ϑα ακολουθηθεί στο υπόλοιπο αυτού του ϐιβλίου.
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• Αν x = 0, τότε x = 1

Οι κανόνες που διέπουν τη λειτουργία των δύο τελεστών, µπορούν να περιγραφούν και µε χρήση
πινάκων αληθείας. Ο πίνακας αληθείας είναι µία αναπαράσταση της σχέσης ανάµεσα στις εισόδους
και τις εξόδους ενός συστήµατος, σε µορφή πίνακα. Με ϐάση την περιγραφή των κανόνων λειτουργίας
των τριών τελεστών που προηγήθηκε, οι πίνακες αληθείας ϑα έχουν την ακόλουθη µορφή:

x y x + y x · y x
0 0 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 1 0 0
1 1 1 1 0

΄Εχοντας προσδιορίσει το σύνολο πάνω στο οποίο ορίζεται η άλγεβρα Boole, τους τελεστές της αλλά
και τους κανόνες που διέπουν τη λειτουργία αυτών, µπορούµε να παρουσιάσουµε τα αξιώµατα, την
προτεραιότητα των τελεστών κατά την εκτέλεση των πράξεων, αλλά και τα ϐασικά ϑεωρήµατά της.

2.2.1 ΑΞΙΩΜΑΤΑ

Η άλγεβρα Boole περιλαµβάνει τα παρακάτω αξιώµατα:

1. Κλειστότητα ως προς τους τελεστές: Είναι ϕανερό ότι το σύνολο {0, 1} είναι κλειστό ως προς τους
τελεστές (+) και (·), και (′), δεδοµένου ότι το αποτέλεσµα κάθε πράξης ανάµεσα σε οποιοδήποτε
Ϲεύγος στοιχείων που ανήκουν στο {0, 1}, είναι ίσο µε 0 ή 1, δηλαδή ανήκει στο S.

2. Αντιµεταθετική ιδιότητα: Η διάταξη των στοιχείων κατά την εφαρµογή του κανόνα που ορίζει ο κάθε
τελεστής δεν παίζει κανένα ϱόλο. Από τους πίνακες αληθείας που παρουσιάστηκαν παραπάνω,
παρατηρείστε ότι 0+1=1+0=1 και 0 · 1 = 1 · 0 = 0.

3. Προσεταιριστική ιδιότητα: Η προσεταιριστικότητα των τελεστών (+) και (·) µπορεί να αποδειχθεί µε
τη ϐοήθεια πινάκων αληθείας. Ειδικότερα, επιθυµούµε να δείξουµε ότι (x+ y)+ z = x+ (y+ z) και
(x · y) · z = x · (y · z):

x y z (x + y) (y + z) (x + y) + z x + (y + z) (x · y) (y · z) (x · y) · z x · (y · z)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4. Επιµεριστική ιδιότητα : Η επιµεριστική ιδιότητα των τελεστών (+) και (·) µπορεί να αποδειχθεί µε τη
ϐοήθεια πινάκων αληθείας. Ειδικότερα, επιθυµούµε να δείξουµε ότι ισχύει τόσο ο επιµερισµός του
πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση

(
x · (y + z) = (x · y) + (x · z)

)
, όσο και ο επιµερισµός της

πρόσθεσης ως προς τον πολλαπλασιασµό
(
x + (y · z) = (x + y) · (x + z)

)
:

x y z (x · y) (x · z) (y + z) x · (y + z) (x · y) + (x · z)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
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x y z (x + y) (x + z) (y · z) x + (y · z) (x + y) · (x + z)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

5. Ουδέτερο στοιχείο: Από τον πίνακα αληθείας του τελεστή (+) είναι ϕανερό ότι 0+0=0, 0+1=1 και
1+0=1. Με άλλα λόγια, x + 0 = 0 + x = x. Εποµένως, το 0 είναι το ουδέτερο στοιχείο της πράξης
λογικό ΄Η. Οµοίως, από τον πίνακα αληθείας του τελεστή (·), είναι ϕανερό ότι 1 · 1 = 1, 0 · 1 = 0,
και 1 · 0 = 0. Με άλλα λόγια, x · 1 = 1 · x = x. Εποµένως, το 1 είναι το ουδέτερο στοιχείο της πράξης
λογικό ΚΑΙ.

6. Συµπλήρωµα: Από τον ορισµό του συµπληρώµατος, προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις :

x + x = 1
x · x = 0

Η πρώτη σχέση αποδεικνύεται αν εκτελέσουµε κάθε πράξη λογικού ΄Η ανάµεσα σε συµπλη-
ϱωµατικές τιµές, 0 + 0 = 0 + 1 = 1 και 1 + 1 = 1 + 0 = 1. Οµοίως, η δεύτερη σχέση
αποδεικνύεται αν εκτελέσουµε κάθε πράξη λογικού ΚΑΙ ανάµεσα σε συµπληρωµατικές τιµές,
0 · 0 = 0 · 1 = 0 και 1 · 1 = 1 · 0 = 0.

Η άλγεβρα Boole διαφέρει σε ορισµένα σηµεία από τη συνηθισµένη άλγεβρα των πραγµατικών αριθ-
µών. Τα σηµεία στα οποία επικεντρώνονται οι ϐασικές διαφορές είναι τα ακόλουθα:

1. Η επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση ισχύει και στη συνηθισµένη
άλγεβρα των πραγµατικών αριθµών. ΄Οµως, η επιµεριστική ιδιότητα της πρόσθεσης ως προς τον
πολλαπλασιασµό ισχύει µόνον στην άλγεβρα Boole και όχι στην άλγεβρα των πραγµατικών αριθµών.
Η επαλήθευση αυτού του ισχυρισµού είναι πολύ απλή.

2. Στην άλγεβρα Boole δεν ορίζονται οι πράξεις του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης.
3. Η άλγεβρα Boole ορίζεται σε ένα πεπερασµένο σύνολο 2 τιµών, ενώ η συνηθισµένη άλγεβρα ορίζεται

σε ένα σύνολο άπειρων στοιχείων (το σύνολο ℜ των πραγµατικών αριθµών).
4. Στη συνηθισµένη άλγεβρα δεν υπάρχουν συµπληρώµατα.

Στον Πίνακα 2.1 παρατίθενται συνοπτικά τα αξιώµατα της άλγεβρας Boole. Τα αξιώµατα αυτά απο-
τελούν τη ϐάση για την απόδειξη των ϑεωρηµάτων και άλλων ιδιοτήτων της άλγεβρας Boole. ∆ίπλα από
κάθε έκφραση, υπάρχει ένας αριθµός µε τον οποίο ϑα αναφερόµαστε σε καθένα από τα αξιώµατα στη
συνέχεια του κεφαλαίου.

Πίνακας 2.1: Αξιώµατα της άλγεβρας Boole

Α/Α Ονοµασία Τελεστής (+) Τελεστής (·)
1 Αντιµεταθετική ιδιότητα (1α) x + y = y + x (1β) x · y = y · x
2 Προσεταιριστική ιδιότητα (2α) x + (y + z) = x + (y + z) (2β) x · (y · z) = x · (y · z)
3 Επιµεριστική ιδιότητα (3α) x · (y + z) = (x · y) + (x · z) (3β) x + (y · z) = (x + y) · (x + z)
4 Ουδέτερο στοιχείο (4α) x + 0 = x (4β) x · 1 = x
5 Συµπλήρωµα (5α) x + x = 1 (5β) x · x = 0
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2.2.2 ΠΡΟΤΕΡΑΙΟΤΗΤΑ ΤΕΛΕΣΤΩΝ

΄Οπως σε κάθε αλγεβρική δοµή, έτσι και στην άλγεβρα Boole, ορίζεται µία προτεραιότητα των τελεστών,
προκειµένου να εξυπηρετηθεί ο υπολογισµός των λογικών εκφράσεων. Αν εξαιρεθούν οι πράξεις µε τα
συµπληρώµατα (τα οποία δεν υπάρχουν στην κοινή άλγεβρα), η προτεραιότητα των τελεστών της άλγεβρας
Boole είναι παρόµοια µε εκείνη που ορίζεται στην κοινή άλγεβρα. Πιο συγκεκριµένα, η σειρά µε την
οποία εκτελούνται οι πράξεις της άλγεβρας Boole είναι η εξής :

1. Υπολογισµός των εκφράσεων εντός παρενθέσεων
2. Υπολογισµός των συµπληρωµάτων
3. Υπολογισµός των πράξεων ΚΑΙ
4. Υπολογισµός των πράξεων ΄Η

Για παράδειγµα, η έκφραση F = (0 + 1) · 0 · 1 + 1 υπολογίζεται διαδοχικά ως εξής :

F = (0 + 1) · 0 · 1 + 1
= 1 · 0 · 1 + 1 (υπολογισµός της έκφρασης εντός της παρένθεσης)
= 0 · 0 · 1 + 0 (υπολογισµός των δύο συµπληρωµάτων)
= 0 + 0 (υπολογισµός του λογικού ΚΑΙ)
= 0 (υπολογισµός του λογικού ΄Η)

2.3 ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ BOOLE

Στην Παράγραφο 2.2.1 παρουσιάστηκαν τα αξιώµατα της άλγεβρας άλγεβρας Boole. Τα αξιώµατα αυτά
χρησιµοποιούνται προκειµένου να αποδειχθούν τα ϑεωρήµατα της άλγεβρας Boole. Πριν προχωρήσουµε
στην αναλυτική παρουσίαση και απόδειξη των ϑεωρηµάτων, είναι χρήσιµο να αναφέρουµε την έννοια του
δυϊσµού.

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1
Ο δυϊσµός είναι µία ιδιότητα της άλγεβρας Boole σύµφωνα µε την οποία, οποιαδήποτε αλγεβρική
έκφραση της άλγεβρας Boole εξακολουθεί να ισχύει αν αλλάξουµε κάθε τελεστή (+) σε (·) και το
αντίστροφο, κάθε 0 σε 1, και κάθε 1 σε 0.

Ρίχνοντας µία µατιά στον Πίνακα 2.1, παρατηρούµε ότι σε κάθε Ϲεύγος αξιωµάτων, το τµήµα (α)
αποτελεί το δυϊκό του (ϐ) και αντίστροφα, δηλαδή κάθε τµήµα παράγεται από το άλλο αν αλλάξουµε
τους τελεστές και τα στοιχεία 0 και 1 σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1. Ο δυϊσµός έχει πολλές εφαρµογές στα
ψηφιακά συστήµατα. Στην Ενότητα αυτή ϑα τον χρησιµοποιήσουµε για ορισµένες από τις αποδείξεις των
ϑεωρηµάτων της άλγεβρας Boole. Στη συνέχεια του κεφαλαίου, ϑα χρησιµοποιηθεί για την εύρεση του
συµπληρώµατος µίας λογικής έκφρασης. Τα ϐασικά ϑεωρήµατα της άλγεβρας Boole είναι τα ακόλουθα:

1. Πράξεις µεταβλητής µε τον εαυτό της
2. Πράξεις µεταβλητής µε σταθερά
3. Θεώρηµα διπλής άρνησης
4. Θεώρηµα De Morgan
5. Θεώρηµα απορρόφησης

Για καθένα από αυτά τα ϑεωρήµατα, υπάρχουν δύο αλγεβρικές εκφράσεις, εκ των οποίων η µία
αποτελεί τη δυϊκή της άλλης.

Θεώρηµα 1: Πράξεις Μεταβλητής µε τον Εαυτό της ∆εδοµένου ότι ορίζονται δύο ϐασικές πράξεις
της άλγεβρας Boole, (+) και (·), οι πράξεις µίας µεταβλητής x µε τον εαυτό της ϑα είναι :
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1. x + x
2. x · x

Αποδεικνύεται ότι οι δύο παραπάνω πράξεις δίνουν αποτέλεσµα x. Αρχικά, ϑα αποδείξουµε ότι
x + x = x και στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας την αρχή του δυϊσµού ϑα αποδείξουµε ότι x · x = x. Σε
κάθε ϐήµα της απόδειξης, αναφέρεται και το αντίστοιχο αξίωµα που χρησιµοποιείται.

x + x = (x + x) · 1 (ουδέτερο στοιχείο, 4(ϐ))
= (x + x)(x + x) (συµπλήρωµα, 5(α))
= x + x x (επιµεριστική, 3(ϐ))
= x + 0 (συµπλήρωµα, 5(ϐ))
= x (ουδέτερο στοιχείο, 4(α))

Χρησιµοποιώντας την αρχή του δυϊσµού, µπορούµε να αποδείξουµε ότι x · x = x. Τα ϐήµατα της
απόδειξης που ακολουθεί είναι τα δυϊκά των αξιωµάτων που χρησιµοποιήθηκαν στην απόδειξη της έκ-
ϕρασης x + x = x.

x · x = (x x) + 0 (ουδέτερο στοιχείο, 4(α))
= (x x) + (x x) (συµπλήρωµα, 5(ϐ))
= x (x + x) (επιµεριστική, 3(α))
= x · 1 (συµπλήρωµα, 5(α))
= x (ουδέτερο στοιχείο, 4(ϐ))

Ο αναγνώστης που πιθανόν δεν είναι εξοικειωµένος µε αποδείξεις αυτής της µορφής, είναι πιθανό
να έχει στο µυαλό του την εξής ερώτηση: ‘‘Από που ϑα πρέπει να ξεκινήσω, για να καταλήξω σε αυτή
την απόδειξη ;’’ Απάντηση σε αυτή την ερώτηση δεν υπάρχει ! Στη συγκεκριµένη περίπτωση, έχουµε
στη διάθεσή µας ένα σύνολο από αξιώµατα και πρέπει να τα χρησιµοποιήσουµε για να ϕέρουµε κάθε
αλγερβική έκφραση σε µία µορφή, της οποίας το αποτέλεσµα αποτελεί επίσης αξίωµα. Στις παραπάνω
αποδείξεις, οι τελικές µορφές στις οποίες καταλήξαµε ήταν τα αξιώµατα που αφορούν το ουδέτερο στοιχείο
των πράξεων που ορίζουν οι τελεστές (+) και (·). Γενικά, η χρήση της άλγεβρας Boole δεν είναι πάντοτε
ιδιαίτερα ϐολική, τόσο για την απόδειξη ϑεωρηµάτων, όσο και για την απλοποίηση λογικών εκφράσεων,
όπως ϑα δούµε σε επόµενη ενότητα. Για την απλοποίηση λογικών εκφράσεων, υπάρχουν άλλες τεχνικές,
αρκετά πιο εύχρηστες. Για τις αποδείξεις ϑεωρηµάτων, ο αναγνώστης µπορεί να κάνει χρήση των πινάκων
αληθείας. Για παράδειγµα, οι σχέσεις x + x = x και x · x = x, µπορούν να αποδειχθούν πολύ πιο
εύκολα αν κατασκευάσουµε τους δύο παρακάτω πίνακες αληθείας, δεδοµένου ότι έχουµε ήδη ορίσει τα
αποτελέσµατα των πράξεων (+) και (·) ανάµεσα στις σταθερές 0 και 1.

x x + x x · x
0 0 0
1 1 1

Θεώρηµα 2: Πράξεις Μεταβλητής µε Σταθερά Στο αξίωµα 4, αναφέρεται ότι το 0 είναι το ουδέτερο
στοιχείο ως προς την πράξη ΄Η, ενώ το 1 είναι το ουδέτερο στοιχείο ως προς την πράξη ΚΑΙ. Στο ϑεώρηµα
αυτό, εξετάζεται το αποτέλεσµα που δίνει κάθε πράξη µίας µεταβλητής x µε τη σταθερά που δεν αποτελεί
ουδέτερο στοιχείο της πράξης. Οι πράξεις αυτές είναι :

1. x + 1
2. x · 0

Αποδεικνύεται ότι το αποτέλεσµα αυτών των πράξεων είναι ίσο µε τη σταθερά, δηλαδή 1 για την πρώτη
πράξη και 0 για τη δεύτερη. Ειδικότερα,
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x + 1 = 1 · (x + 1) (ουδέτερο στοιχείο, 4(ϐ))
= (x + x)(x + 1) (συµπλήρωµα, 5(α))
= x + x · 1 (επιµεριστική, 3(ϐ))
= x + x (ουδέτερο στοιχείο, 4(ϐ))
= 1 (συµπλήρωµα, 5(α))

Χρησιµοποιώντας την αρχή του δυϊσµού, έχουµε

x · 0 = 0 + (x · 0) (ουδέτερο στοιχείο, 4(α))
= (x x) + (x · 0) (συµπλήρωµα, 5(ϐ))
= x · (x + 0) (επιµεριστική, 3(α))
= x x (ουδέτερο στοιχείο, 4(α))
= 0 (συµπλήρωµα, 5(ϐ))

Τα παραπάνω αποτελέσµατα µπορούν εύκολα να αποδειχθούν και µε έναν απλό πίνακα αληθείας :

x x + 1 x · 0
0 1 0
1 1 0

Θεώρηµα 3: ∆ιπλή ’ρνηση Το ϑεώρηµα διπλής άρνησης δείχνει ότι το συµπλήρωµα του συµπλη-
ϱώµατος µίας µεταβλητής x είναι το ίδιο το x, δηλαδή (x) = x. Για να αποδείξουµε την παραπάνω
πρόταση, ϑα πρέπει να ϐρούµε το συµπλήρωµα του x, δηλαδή το (x). ΄Οµως, από τις εκφράσεις του
Αξιώµατος 5 (συµπλήρωµα), x + x = 1 και x x = 0, προκύπτει ότι το συµπλήρωµα του x είναι ίσο µε x.
’ρα (x) = x. Επίσης, µπορούµε να αποδείξουµε το ϑεώρηµα διπλής άρνησης µε έναν πίνακα αληθείας.
Οι πρώτη και η τρίτη στήλη που περιέχουν τις τιµές των x και (x) είναι ίδιες.

x x (x)
0 1 0
1 0 1

Θεώρηµα 4: Θεώρηµα De MorganΤο ϑεώρηµα De Morgan δηλώνει ότι το συµπλήρωµα του α-
ποτελέσµατος µίας λογικής πράξης ανάµεσα σε δύο µεταβλητές λαµβάνεται αν συµπληρώσουµε κάθε
µεταβλητή και αλλάξουµε τον τελεστή από (+) σε (·) ή από (·) σε (+). ∆ηλαδή,

1. (x + y) = x y
2. x y = x + y

Οι αποδείξεις των παραπάνω σχέσεων µε χρήση αλγεβρικών προτάσεων είναι αρκετά πολύπλοκη.
Ωστόσο, µπορούµε να αποδείξουµε τις σχέσεις αυτές µε δύο πίνακες αληθείας :

x y x y (x + y) (x + y) x y
0 0 1 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0 0

x y x y (x y) (x y) x + y
0 0 1 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 0 0 1 0 0
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Το ϑεώρηµα De Morgan γενικεύεται και για πράξεις µε µεγαλύτερο πλήθος µεταβλητών. Ως πα-
ϱάδειγµα, ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στην ’σκηση 2.4.

Θεώρηµα 5: Απορρόφηση Το ϑεώρηµα της απορρόφησης δηλώνει ότι αν λάβουµε το λογικό ΄Η
ανάµεσα σε µία µεταβλητή x και στο αποτέλεσµα που προκύπτει από την λογική πράξη ΚΑΙ του x µε µία
µεταβλητή y, τότε το αποτέλεσµα του λογικού ΚΑΙ ‘‘απορροφάται’’. Αντίστοιχα, αν λάβουµε το λογικό ΚΑΙ
ανάµεσα σε µία µεταβλητή x και στο αποτέλεσµα που προκύπτει από την λογική πράξη ΄Η του x µε µία
µεταβλητή y, τότε το αποτέλεσµα του λογικού ΄Η επίσης ‘‘απορροφάται’’. Αλγεβρικά,

1. x + x y = x
2. x(x + y) = x
3. x + x y = x + y
4. x(x + y) = x y

Οι παραπάνω προτάσεις αποδεικνύονται εύκολα µε χρήση των αξιωµάτων της άλγεβρας Boole και του
Θεωρήµατος 2 που αποδείχθηκε προηγουµένως. Ειδικότερα, για την 1,

x + xy = x · 1 + xy (ουδέτερο στοιχείο, 4(ϐ))
= x(1 + y) (επιµεριστική ιδιότητα, 3(α))
= x · 1 (Θεώρηµα 2)
= x (ουδέτερο στοιχείο, 4(ϐ))

Για την 2, χρησιµοποιώντας την αρχή του δυϊσµού,

x(x + y) = (x + 0)(x + y) (ουδέτερο στοιχείο, 4(α))
= x + 0 · y (επιµεριστική ιδιότητα, 3(ϐ))
= x + 0 (Θεώρηµα 2)
= x (ουδέτερο στοιχείο, 4(α))

Για την 3,

x + x y = x(y + y) + x y(x + x) (συµπλήρωµα, 5(α))
= xy + xy + x yx + xyx (επιµεριστική ιδιότητα, 3(α))
= xy + xy + xy (Συµπλήρωµα 5(ϐ), Θεώρηµα 1)
= xy + xy + xy + xy (Θεώρηµα 1)
= x(y + y) + y(x + x) (επιµεριστική ιδιότητα, 3(α))
= x · 1 + y · 1 (συµπλήρωµα, 5(α))
= x + y (ουδέτερο στοιχείο, 4(ϐ))

Για την 4, χρησιµοποιώντας την αρχή του δυϊσµού,

x(x + y) = [x + (y y)] · [(x + y) + (x x)] (συµπλήρωµα, 5(ϐ))
= [(x + y)(x + y)] · [(x + y + x)(x + y + x)] (επιµεριστική ιδιότητα, 3(ϐ))
= (x + y)(x + y)(x + y) (Συµπλήρωµα 5(α), Θεώρηµα 1)
= (x + y)(x + y)(x + y)(x + y) (Θεώρηµα 1)
= [x · (y + y)] · [y(x + x)] (επιµεριστική ιδιότητα 3(ϐ))
= (x · 1) · (y · 1) (συµπλήρωµα 5(α))
= xy (ουδέτερο στοιχείο, 4(ϐ))

Ορισµένες ακόµη προτάσεις του Θεωρήµατος της απορρόφησης είναι οι ακόλουθες :

5. xy + x z + yz = xy + x z. Η απόδειξη της περίπτωσης αυτής αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη
(’σκηση 2.1). Φυσικά, ισχύει και το δυϊκό.

6. x + f (x, y, ...z) = x + f (0, y, ....z)
7. x · f (x, y, ...z) = x · f (1, y, ....z)
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8. f (x, y, ...z) = x · f (1, y, ...z) + x · f (0, y, ...z)
9. f (x, y, ...z) =

(
x + f (0, y, ...z)

)
·
(
x + f (1, y, ...z)

)
Οι περιπτώσεις 6 και 7 είναι γενίκευση των περιπτώσεων 1 και 2. Οι περιπτώσεις 8 και 9 είναι

γενίκευση των περιπτώσεων 3 και 4. Η απόδειξη των περιπτώσεων αυτών αφήνεται ως άσκηση στον
αναγνώστη.

Στον Πίνακα 2.2 συνοψίζονται τα ϐασικά ϑεωρήµατα της άλγεβρας Boole που παρουσιάστηκαν πα-
ϱαπάνω

Πίνακας 2.2: Θεωρήµατα της άλγεβρας Boole

Α/Α Ονοµασία Τελεστής (+) Τελεστής (·)
1 Πράξεις µεταβλητής µε τον εαυτό της (1α) x + x = x (1β) x · y = x
2 Πράξεις µεταβλητής µε σταθερά (2α) x + 1 = 1 (2β) x · 0 = 0
3 ∆ιπλή άρνηση (3) (x) = x
4 De Morgan (4α) (x + y) = x y (4β) x y = x + y
5 Απορρόφηση (5α) x + x y = x (5β) x(x + y) = x

2.4 ΛΟΓΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Ονοµάζουµε λογική συνάρτηση ή συνάρτηση Boole, µία οποιαδήποτε λογική έκφραση πλήθους n
µεταβλητών, η οποία µπορεί να περιέχει έναν ή και τους δύο ϐασικούς τελεστές της άλγεβρας Boole, (+)
και (·), το συµπλήρωµα (΄ΟΧΙ), παρενθέσεις και αγκύλες. Σε περίπτωση που n = 0, τότε η συνάρτηση
είναι είτε ουδέτερη (σταθερό 0), είτε ταυτοτική (σταθερό 1). Αν n = 1, η συνάρτηση είναι είτε µεταφορά
F = x, είτε συµπλήρωµα F = x (ϐλ. Παράγραφο 2.5). Για παράδειγµα, η

F1 = x y + x y z

είναι µία συνάρτηση µε n = 3 µεταβλητές, οι οποία περιέχει τους τελεστές (+) και (·) (ο τελεστής της λο-
γικής πράξης ΚΑΙ συχνά παραλείπεται µέσα στις εκφράσεις, όπως συµβαίνει στο συνηθισµένο αλγεβρικό
πολλαπλασιασµό) και την άρνηση.

Αν προσπαθήσει κανείς να περιγράψει λεκτικά τη συµπεριφορά της παραπάνω συνάρτησης, τότε ϑα
πρέπει να πει ότι ‘‘η F1 δίνει αποτέλεσµα 1 όταν x y = 1 ή όταν x y z’’. Από την περιγραφή αυτή, είναι
ϕανερό ότι η συνάρτηση F1 εκφράζεται από το λογικό ΄Η δύο ‘‘όρων γινοµένου’’.2 ΄Οπως έχει αναφερθεί
ήδη, η συνάρτηση ΄Η δίνει 1, αν ένας έστω όρος είναι ίσος µε 1. Αν προσπαθήσουµε να αναλύσουµε
περαιτέρω τον κάθε όρο γινοµένου ξεχωριστά, ϑα λέγαµε ότι, ‘‘ο όρος x y γίνεται 1 µόνον όταν x = y = 1,
ενώ ο όρος x y z γίνεται 1 µόνον όταν x = 1 ΚΑΙ y = 0 ΚΑΙ z = 0’’. Αν προσπαθήσουµε να συνοψίσουµε τη
λεκτική ανάλυση της F1, τότε ϑα λέγαµε ότι : ‘‘Η F1 δίνει αποτέλεσµα 1, όταν (x = 1 ΚΑΙ y = 1, ανεξάρτητα
από την τιµή του z) ΄Η (x = 1 ΚΑΙ y = 0 ΚΑΙ z = 0)’’.

Με ϐάση τα παραπάνω, µπορούµε να κατασκευάσουµε τον πίνακα αληθείας της F1. Ο πίνακας
αληθείας δείχνει την τιµή της συνάρτησης για κάθε δυνατό συνδυασµό των τιµών των µεταβλητών της.
Για n µεταβλητές, το πλήθος των συνδυασµών είναι 2n. Οι συνδυασµοί προκύπτουν αν γράψουµε τους
δυαδικούς αριθµούς από 0 ως 2n−1 και αντιστοιχίσουµε κάθε bit σε µία µεταβλητή. Εποµένως, για

2Ο χρήση του όρου ‘‘γινόµενο’’ µοιάζει κάπως αδόκιµη, δεδοµένου ότι δεν πρόκειται για πολλαπλασιασµό, αλλά για την
πράξη λογικό ΚΑΙ. Ωστόσο, έχει επικρατήσει το λογικό ΚΑΙ ανάµεσα σε ένα πλήθος µεταβλητών να αναφέρεται ως γινόµενο,
επειδή το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού ανάµεσα σε οποιοδήποτε συνδυασµό των τιµών 0 και 1 είναι ίδιο µε το αποτέλεσµα
της λογικής πράξης ΚΑΙ. Επίσης, η λογική πράξη ΄Η έχει επικρατήσει να αναφέρεται ως ‘‘άθροισµα’’ παρά το γεγονός ότι οι δύο
πράξεις δεν δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα για κάθε συνδυασµό των τιµών 0 και 1. Πράγµατι, το λογικό ΄Η ανάµεσα σε δύο µονάδες
δίνει αποτέλεσµα 1, αλλά η πρόσθεσή τους δίνει αποτέλεσµα 0 (και 1 κρατούµενο), όπως παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 1. Οι
όροι άθροισµα και γινόµενο ϑα χρησιµοποιούνται στη συνέχεια αυτού του ϐιβλίου, όταν δεν υπάρχει σύγχυση µε το αριθµητικό
άθροισµα και γινόµενο.
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n = 3, οι συνδυασµοί τιµών των µεταβλητών ϑα είναι 23 = 8 (από 000 ως 111). Ο Πίνακας 2.3 απεικονίζει
τον πίνακα αληθείας της F1. Παρατηρείστε ότι είναι ϕανερή η αντιστοίχιση του πίνακα αληθείας µε τη
λεκτική περιγραφή που προηγήθηκε. Οι δύο τελευταίες γραµµές του πίνακα αληθείας δείχνουν ότι όταν
το x ΚΑΙ το y ισούνται µε 1 και το z είναι είτε 0 είτε 1, τότε F = 1. Η πέµπτη γραµµή δείχνει ότι όταν
x = 1 ΚΑΙ y = 0 ΚΑΙ z = 0, τότε F1 = 1. Σε κάθε άλλη περίπτωση, F1 = 0.

Πίνακας 2.3: Πίνακας αληθείας της F1 = x y + x y z

x y z F1
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Για κάθε συνάρτηση της οποίας γνωρίζουµε τη λογική έκφραση ή έστω µία λεκτική περιγραφή, µπο-
ϱούµε να κατασκευάσουµε τον πίνακα αληθείας. Π.χ., ϑεωρείστε τη συνάρτηση F2 τεσσάρων µεταβλητών
a, b, c, d στην κανονική τους (όχι σε συµπληρωµατική) µορφή, της οποίας η λεκτική περιγραφή είναι η
εξής : ‘‘F2 = 1 όταν το γινόµενο τριών από τις τέσσερις µεταβλητές είναι ίσο µε 1’’. Αυτό σηµαίνει ότι, η
F2 = 1 όταν (a = 1 ΚΑΙ b = 1 ΚΑΙ c = 1 ανεξάρτητα του d), ΄Η (a = 1 ΚΑΙ b = 1 ΚΑΙ d = 1 ανεξάρτητα του c)
΄Η (a = 1 ΚΑΙ c = 1 ΚΑΙ c = 1 ανεξάρτητα του b) ΄Η (b = 1 ΚΑΙ c = 1 ΚΑΙ d = 1 ανεξάρτητα του a). Τελικά,
προκύπτει η ακόλουθη λογική έκφραση: F2 = a b c+ a b d+ a c d+ b c d. Ο Πίνακας 2.4 απεικονίζει τον
πίνακα αληθείας της F2.

Πίνακας 2.4: Πίνακας αληθείας της F2 = a b c + a b d + a c d + b c d

a b c d F2

0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1

Με τέσσερις διαθέσιµες µεταβλητές, υπάρχουν 24 = 16 δυνατοί συνδυασµοί (0000-1111). Παρατη-
ϱείστε ότι η τελευταία γραµµή δείχνει ότι η F1 είναι 1 κάθε ϕορά που τρεις µεταβλητές είναι ίσες µε 1
και µία είναι ίση µε 0, αλλά και όταν όλες οι µεταβλητές είναι ίσες µε 1. Η αλγεβρική έκφραση µίας
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συνάρτησης µπορεί να προκύψει τόσο µέσα από τη λεκτική της περιγραφή, όσο και από µία εξέτα-
ση του πίνακα αληθείας. ΄Οσον αφορά την εξαγωγή της αλγεβρικής έκφρασης µέσα από µία λεκτική
περιγραφή, δεν υπάρχει κάποια συγκεκριµένη µεθοδολογία. Απλώς, η συµπεριφορά της συνάρτησης
πρέπει να µεταφραστεί σε λογικές εκφράσεις. Στο παράδειγµα της F2, γράψαµε όλα τα πιθανά γινόµε-
να τριών µεταβλητών εκφρασµένων στην κανονική τους µορφή και λάβαµε το άθροισµά τους. Για να
εξάγουµε την αλγεβρική έκφραση µίας συνάρτησης F µε τη ϐοήθεια του πίνακα αληθείας, ϑα πρέπει να
ακολουθήσουµε τα εξής ϐήµατα:

1. Βρίσκουµε τους συνδυασµούς µεταβλητών για τους οποίους η F είναι ίση µε 1.
2. Εκφράζουµε κάθε συνδυασµό ως γινόµενο, γράφοντας όσες µεταβλητές έχουν τιµή 1 στην κανονική

τους µορφή και όσες έχουν τιµή 0 στη συµπληρωµατική τους µορφή.
3. Αθροίζουµε τα γινόµενα.

΄Εστω ότι ονοµάζουµε F3 τη συνάρτηση που εξάγεται από τον Πίνακα 2.3 και F4 τη συνάρτηση που
εξάγεται από τον Πίνακα 2.4. Ακολουθώντας τα παραπάνω ϐήµατα, ϐρισκόµαστε σε µία µικρή έκπληξη !
Οι αλγεβρικές εκφράσεις που προκύπτουν είναι διαφορετικές, δηλαδή F1 , F3 και F2 , F4. Πράγµατι,
από τον Πίνακα 2.3, οι όροι γινοµένων που προκύπτουν είναι x y z, x y z, και x y z. ’ρα,

F3 = x y z + x y z + x y z, ενώ
F1 = x y + x y z

Οµοίως, για την F2, οι οι όροι γινοµένων που προκύπτουν από τον Πίνακα 2.4 είναι a b c d, a b c d,
a b c d, a b c d, και a b c d.

F4 = a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d ενώ
F2 = a b c + a b d + a c d + b c d

Από τα παραπάνω, είναι ϕανερό ότι ή έχει συµβεί κάποιο λάθος ή µία λογική συνάρτηση µπορεί
να εκφραστεί µε πολλούς τρόπους. Για καλή µας τύχει, ισχύει το δεύτερο : για κάθε λογική συνάρτηση
υπάρχουν πολλές εκφράσεις. Αυτό σηµαίνει ότι οι πίνακες αληθείας των εκφράσεων F1 και F3 είναι ίδιοι
µεταξύ τους, όπως και οι πίνακες αληθείας των F2 και F4. Από τα παραπάνω, προκύπτουν ορισµένα
σηµαντικά ερωτήµατα:

1. Μπορούµε από την αλγεβρική έκφραση µίας συνάρτησης να µεταβούµε σε µία άλλη ισοδύναµη ;
2. Από το σύνολο των εκφράσεων µίας λογικής συνάρτησης, ποιά είναι η προτιµότερη για υλοποίηση

σε ένα ψηφιακό σύστηµα ;

Οι απαντήσεις στα δύο αυτά ερωτήµατα σχετίζονται µεταξύ τους. Η επόµενη παράγραφος επιδιώκει
να κάνει µία πρώτη προσέγγιση σε αυτά τα ερωτήµατα.

2.4.1 ΑΠΛΟΠΟΙΗΣΗ ΛΟΓΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

Γενικά, χρησιµοποιώντας τα ϑεωρήµατα και τα αξιώµατα της άλγεβρας Boole µπορούµε να µετασχηµα-
τίσουµε τη λογική έκφραση µίας συνάρτησης σε µία άλλη έκφραση πιο ‘‘απλή’’. Με τον όρο πιο απλή,
εννοούµε µία έκφραση η οποία περιέχει µικρότερο πλήθος από γινόµενα και/ή γινόµενα µε µικρότερο
πλήθος µεταβλητών. Με αυτό το σκεπτικό, για κάθε λογική συνάρτηση F υπάρχει µία ελαχιστοποι-
ηµένη έκφραση, η οποία περιέχει το ελάχιστο πλήθος γινοµένων και το ελάχιστο πλήθος µεταβλητών
ανά γινόµενο. Η συνάρτηση της οποίας η έκφραση είναι ελαχιστοποιηµένη, ονοµάζεται ελαχιστοποιη-
µένη συνάρτηση. Απαντώντας στο δεύτερο ερώτηµα που τέθηκε, µε δεδοµένο ότι οι λογικές εκφράσεις
υλοποιούνται µε τη ϐοήθεια ψηφιακών πυλών, είναι προφανές ότι µία ελαχιστοποιηµένη έκφραση ϑα
αντιστοιχεί σε ένα ‘‘ελαχιστοποιηµένο κύκλωµα’’. ΄Οπως ϑα δούµε στο Κεφάλαιο 4, ένα ελαχιστοποιη-
µένο κύκλωµα περιέχει το ελάχιστο πλήθος πυλών µε το ελάχιστο πλήθος εισόδων, κάτι που σηµαίνει
οικονοµία στο υλικό αλλά και µεγαλύτερη ταχύτητα.
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Το Ϲήτηµα της ελαχιστοποίησης είναι από τα πλέον σηµαντικά στο πεδίο των ψηφιακών συστηµάτων
και ϑα µας απασχολήσει εκτενώς στο Κεφάλαιο 4, χωρίς να απουσιάζει όµως και από τα υπόλοιπα
κεφάλαια του ϐιβλίου. Οι προτάσεις της άλγεβρας Boole µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως εργαλείο
ελαχιστοποίησης, αλλά υπάρχουν δύο µειονεκτήµατα: (1) δεν είναι πάντοτε εύκολη η εξαγωγή της ε-
λαχιστοποιηµένης έκφρασης, και (2) δεν υπάρχει κάποια συγκεκριµένη σειρά κανόνων ή µεθοδολογία
που πρέπει να ακολουθηθεί για να ϕτάσουµε στην ελαχιστοποιηµένη έκφραση. Αντίθετα, έχουν ανα-
πτυχθεί µέθοδοι (οι οποίες παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 4), οι οποίες ακολουθούν συγκεκριµένους
κανόνες και µεθοδολογία και οδηγούν στην απλοποιηµένη έκφραση. Στο Παράδειγµα 2.1 που ακο-
λουθεί, ϑα προσπαθήσουµε χρησιµοποιώντας αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς, να ξεκινήσουµε από τις
πιο πολύπλοκες εκφράσεις των συναρτήσεων F2 και F4 και να καταλήξουµε στις απλοποιηµένες συναρ-
τήσεις. Ο αναγνώστης ϑα πρέπει να κατανοήσει τη δυσκολία, η οποία έγκειται στην ανυπαρξία κάποιας
συγκεκριµένης µεθοδολογίας.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2.1
Στους παρακάτω αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς χρησιµοποιούνται γενικεύσεις των αξιωµάτων και
ϑεωρηµάτων που παρουσιάστηκαν. Η απόδειξη των γενικεύσεων αυτών αφήνεται στον αναγνώστη ως
άσκηση.

F3 = x y z + x y z + x y z
= x y z + x y z + x y z + x y z (Θεώρηµα 1α)
= x z(y + y) + x y (z + z) (Αξίωµα 3α)
= x z · 1 + x y · 1 (Αξίωµα 5α)
= x z + x y (Αξίωµα 4β)

F4 = a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d
= a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d (Θεώρηµα 1α)
= a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d + a b c d (Αξίωµα 1α)
= b c d (a + a) + a c d (b + b) + a b d(c + c) + a b c (d + d) (Αξίωµα 3α)
= b c d · 1 + a c d · 1 + a b d · 1 + a b c · 1 (Αξίωµα 5α)
= b c d + a c d + a b d + a b c (Αξίωµα 4β)
= a b c + a b d + a c d + b c d = F2 (Αξίωµα 1α)

Ορισµένες παρατηρήσεις που µπορούν να γίνουν πάνω στο Παράδειγµα 2.1 είναι οι ακόλουθες :

1. Είναι ϕανερό αυτό που τονίστηκε στην αρχή της παραγράφου, ότι δεν υπάρχει καµία µεθοδολογία
απλοποίησης µίας λογικής συνάρτησης µε αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς. Στις παραπάνω απλο-
ποιήσεις προσθέσαµε στο άθροισµα έναν όρο γινοµένων, ο οποίος διαφέρει από τους υπόλοιπους
κατά µία µεταβλητή. Π.χ. στον πρώτο µετασχηµατισµό προσθέσαµε τον όρο x y z. Η απόδειξη του
Θεωρήµατος 1α (x + x = x), µας δίνει αυτό το δικαίωµα. Στη συνέχεια, εφαρµόζοντας την επιµερι-
στική ιδιότητα (αξίωµα 3α), καταφέραµε να εξαλείψουµε µία µεταβλητή από καθένα εκ των άλλων
δύο όρων γινοµένων, ϕθάνοντας τελικά σε ένα άθροισµα δύο γινοµένων, µε δύο µεταβλητές ανά
γινόµενο. Στο δεύτερο µετασχηµατισµό, προσθέσαµε τρεις επιπλέον ϕορές τον όρο γινοµένων abcd,
ο οποίος διαφέρει κατά µία µεταβλητή από τους άλλους τέσσερις όρους γινοµένων. Η γενίκευση του
Θεωρήµατος 1α (x + x + x.... + x = x) µας δίνει αυτό το δικαίωµα. Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας
την επιµεριστική ιδιότητα (αξίωµα 3α) καταφέραµε να εξαλείψουµε µία µεταβλητή από καθέναν εκ
των άλλων τεσσάρων όρων γινοµένων, ϕθάνοντας τελικά σε ένα άθροισµα τεσσάρων γινοµένων, µε
τρεις µεταβλητές ανά γινόµενο.

2. Η επιλογή της πρόσθεσης επιπλέον όρων γινοµένων οι οποίοι εµφανίζονται στο αρχικό άθροισµα
(άρα δεν αλλοιώνεται η συνάρτηση) αποτελεί µία καλή πρακτική, ωστόσο, σε καµία περίπτωση δεν
αποτελεί µεθοδολογία.

3. Η απλοποιηµένη έκφραση στην οποία καταλήξαµε από την F3, δεν είναι ίδια µε την αλγεβρική
έκφραση της F1. Μάλιστα, συµβαίνει να είναι ακόµη πιο απλή, δεδοµένου ότι το ένα γινόµενο της F1
περιέχει τρεις µεταβλητές. Εποµένως, παρουσιάζει ενδιαφέρον να εξετάσουµε αν ϑα καταλήξουµε
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σε άλλη, πιο απλή έκφραση, αν ξεκινήσουµε από την F1. ∆είτε το Παράδειγµα 2.2. Αντίθετα, η
απλοποιηµένη έκφραση στην οποία καταλήξαµε από την F4, είναι ίδια µε εκείνη της F2.

4. Ανεξάρτητα από την παρατήρηση 3, δεν είµαστε σε ϑέση να γνωρίζουµε αν οι εκφράσεις που ε-
ξήχθησαν στο Παράδειγµα 2.1 είναι ελαχιστοποιηµένες, δηλαδή ότι δεν υπάρχει ακόµη πιο απλή
ισοδύναµη έκφραση. Αυτό απορρέει από το γεγονός ότι οι µία διαδικασία απλοποίησης µε αλγε-
ϐρικούς µετασχηµατισµούς δεν ακολουθεί κάποια τυπική µεθοδολογία.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2.2
Στο παράδειγµα αυτό, ϑα προσπαθήσουµε να απλοποιήσουµε την F1 = x y+x y z. Εκ πρώτης όψεως,
και ειδικά για έναν όχι και τόσο πεπειραµένο αναγνώστη, η έκφραση δεν ϕαίνεται να απλοποιείται
περαιτέρω. Ωστόσο, γράφοντας την F1 ως x(y + yz, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την πρόταση
3 του ϑεωρήµατος απορρόφησης. Είναι x(y + yz = x(y + z) = xy + xz. Το γεγονός ότι καταφέραµε
τελικά να εξάγουµε την ίδια έκφραση για τις F1 και F3 δεν αποτελεί εγγύηση ότι αυτή η έκφραση
είναι ελαχιστοποιηµένη. Στη συγκεκριµένη περίπτωση συµβαίνει να είναι, αλλά αυτό επαληθεύεται
µέσα από άλλες µεθόδους, των οποίων το αποτέλεσµα συµφωνεί µε την αλγεβρική έκφραση στην
οποία καταλήξαµε. Αυτές οι µέθοδοι περιγράφονται στο Κεφάλαιο 4.

2.4.2 ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Μία συνάρτηση F καλείται συµπλήρωµα µίας συνάρτησης F, όταν δίνει αποτέλεσµα 1 για εκείνους τους
συνδυασµούς µεταβλητών για τους οποίους η F δίνει αποτέλεσµα 0 και δίνει αποτέλεσµα 0 για εκείνους
τους συνδυασµούς µεταβλητών για τους οποίους η F δίνει αποτέλεσµα 1. Για παράδειγµα, στον Πίνακα
2.5 παρατίθεται ο πίνακας αληθείας της F1 = x y+x y z που δόθηκε στην Παράγραφο 2.4.1, αλλά και της
συµπληρωµατικής της συνάρτησης F1, της οποίας η αλγεβρική έκφραση προς το παρόν είναι άγνωστη.

Πίνακας 2.5: Πίνακας αληθείας της F1 και της F1

x y z F1 F1
0 0 0 0 1
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 1 0

Το επόµενο ερώτηµα που προκύπτει, αφορά τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να εξάγουµε την
αλγεβρική έκφραση της F1 και γενικότερα, τον τρόπο εξαγωγής της αλγεβρικής έκφρασης του συµπλη-
ϱώµατος µίας οποιασδήποτε συνάρτησης F. Στην παράγραφο αυτή ϑα περιγράψουµε τη χρήση του
Θεωρήµατος De Morgan σε συνδυασµό µε την αρχή του δυϊσµού, για την εύρεση του συµπληρώµατος
µίας συνάρτησης F. Προηγουµένως όµως, ϑα εξετάσουµε τον Πίνακα αληθείας των F1 και F1.

Από τον πίνακα αληθείας και ϐάση όσων περιγράφηκαν στην αρχή της Ενότητας 2.4, η λογική
έκφραση της F1 γράφεται ως ακολούθως:

F1 = x y z + x y z + x y z + x y z + x y z
= x y(z + z) + x y(z + z) + x y z
= x y + x y + x y z
= x (y + y) + x y z
= x + x y z (2.1)

Η λογική έκφραση (2.1) δεν είναι σίγουρο ότι είναι ελαχιστοποιηµένη (και, στην πραγµατικότητα,
δεν είναι). Ωστόσο, είναι µία απλοποιηµένη έκφραση της αρχικής F1. Στη συνέχεια, ϑα εξετάσουµε ένα



18 ΑΛΓΕΒΡΑ BOOLE

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.1 Για λογικές εκφράσεις αποτελούµενες από n µεταβλητές x1, x2, ...xn, ισχύουν οι
σχέσεις :

1. (x1 + x2 + ....xn) = x1 x2 ....xn

2. (x1 x2 ....xn) = x1 + x2 .... + xn

Απόδειξη

1. Η σχέση ισχύει για n = 2. ΄Εστω ότι ισχύει για n = k, δηλαδή (x1 + x2 + ....xk) = x1 x2 ....xk. Θα
αποδείξουµε ότι ισχύει και για n = k + 1, δηλαδή (x1 + x2 + ....xk + xk+1) = x1 x2 ....xk xk+1.
Θέτοντας m = x1 + x2 + ....xk λαµβάνουµε

(x1 + x2 + ....xk + xk+1) = (m + xk+1)
= m xk+1 (Θεώρηµα De Morgan 4α)
= (x1 + x2 + ....xk) xk+1
= (x1 x2 ....xk) xk+1 (Θεώρηµα De Morgan 4α)
= x1 x2 ....xk xk+1 (Αξίωµα 2β)

2. Η απόδειξη της δεύτερης πρότασης είναι παρόµοια και αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

διαφορετικό τρόπο εύρεσης του συµπληρώµατος µίας συνάρτησης, ϐάσει του ϑεωρήµατος De Morgan. Η
νέα συνάρτηση που ϑα προκύψει, ας την ονοµάσουµε G, ϑα είναι συµπληρωµατική της F1 αν και µόνον
αν έχει ακριβώς τον ίδιο πίνακα αληθείας µε την F1. Αρχικά, ϑα πρέπει να δείξουµε ότι το ϑεώρηµα
De Morgan ισχύει και για περισσότερες από δύο µεταβλητές. Από την απόδειξη της πρότασης 2.1,
ϑα προκύψει µία απλή ϐηµατική διαδικασία υπολογισµού του συµπληρώµατος µίας συνάρτησης F µε
χρήση του ϑεωρήµατος De Morgan:

1. Λαµβάνουµε το δυϊκό της F
2. Συµπληρώνουµε κάθε µεταβλητή της F

Βάσει των παραπάνω ϐηµάτων, το συµπλήρωµα της συνάρτησης F1 = x y + x y z, έστω G, ϑα είναι
(x+ y)(x+ y+ z). ΄Οπως αναφέρθηκε προηγουµένως, ϑα πρέπει να δείξουµε ότι οι πίνακες αληθείας των
F1 και G είναι ίδιοι. Αυτό είναι ϕανερό από τον Πίνακα 2.6.

Πίνακας 2.6: Πίνακας αληθείας των συµπληρωµάτων της F1, F1 και G

x y z F1 F1 (x + y) (x + y + z) G
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 1 0

Ορισµένα ακόµη παραδείγµατα της εύρεσης του συµπληρώµατος µίας συνάρτησης είναι τα ακόλουθα:

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2.3 Να ϐρεθούν τα συµπληρώµατα των παρακάτω συναρτήσεων:
1. F1 = (x + y)(x + y + z)
2. F2 = x y + x z
3. F3 = x + (y + z)(x + y)
4. F4 = x y + x y z
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Λύση

1. Λαµβάνουµε το δυϊκό της F1, το οποίο είναι x y + x y z. Τέλος, συµπληρώνοντας κάθε µετα-
ϐλητή, έχουµε: F1 = x y + x y z

2. Λαµβάνουµε το δυϊκό της F2, το οποίο είναι (x + y)(x + z). Συµπληρώνοντας κάθε µεταβλητή,
έχουµε F2 = (x + y)(x + z).

3. Λαµβάνουµε το δυϊκό της F3, το οποίο είναι x (y z) + x y. Συµπληρώνοντας κάθε µεταβλητή,
έχουµε F3 = x y z + x y

4. Λαµβάνουµε το δυϊκό της F2, το οποίο είναι (x+y)(x+y+z). Συµπληρώνοντας κάθε µεταβλητή,
έχουµε F4 = (x + y)(x) + y + z

Η εξαγωγή του συµπληρώµατος µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος De Morgan εγείρει ένα άλλο ση-
µαντικό Ϲήτηµα. ΄Οταν µία συνάρτηση είναι εκφρασµένη σε µορφή αθροίσµατος γινοµένων, τότε το
συµπλήρωµά της, όπως αυτό προκύπτει µε χρήση του ϑεωρήµατος De Morgan είναι εκφρασµένο ως
γινόµενο αθροισµάτων. Π.χ., δείτε την έκφραση της G της οποίας ο πίνακας αληθείας παρατέθηκε
στον Πίνακα 2.6. Επίσης, δείτε τα ερωτήµατα 2 και 4 του Παραδείγµατος 2.3. Αυτό σηµαίνει ότι µία
συνάρτηση Boole µπορεί να εκφραστεί µε δύο τρόπους : Ως άθροισµα γινοµένων και ως γινόµενο αθροι-
σµάτων. Επίσης, όπως ϕαίνεται από το ερώτηµα 1 του Παραδείγµατος 2.4, όταν µία συνάρτηση είναι
εκφρασµένη σε µορφή γινοµένου αθροισµάτων τότε το συµπλήρωµά της, όπως αυτό προκύπτει µε χρήση
του ϑεωρήµατος De Morgan είναι εκφρασµένο ως άθροισµα γινοµένων.

Οι δύο µορφές έκφρασης µίας συνάρτησης Boole, το άθροισµα γινοµένων και το γινόµενο αθροι-
σµάτων (οι οποίες καλούνται και πρότυπες µορφές), ‘‘πηγάζουν’’ από δύο αρχικές µορφές, οι οποίες
ονοµάζονται κανονικές. Οι µορφές αυτές είναι το άθροισµα ελαχιστόρων και το γινόµενο µεγι-
στόρων. Οι µορφές αυτές παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 4.

2.5 ΣΥΝΟΛΟ ΛΟΓΙΚΩΝ ΠΡΑΞΕΩΝ ΤΗΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ BOOLE

Με ϐάση το γεγονός ότι η άλγεβρα Boole περιέχει δύο τελεστές, αν έχουµε στη διάθεσή µας δύο µεταβλητές
x και y, µπορούµε να ορίσουµε ένα σύνολο από 22n

=16 συναρτήσεις, έστω F0 − F15. Κάθε συνάρτηση F
προσδιορίζεται από έναν εκ των 16 δυνατών συνδυασµών (0000-1111). Για παράδειγµα, η συνάρτηση F0,
είναι η συνάρτηση που δίνει σταθερό αποτέλεσµα 0 για καθέναν από τους 4 συνδυασµούς των µεταβλητών
x και y. Με άλλα λόγια, είναι
x y F0
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Αν διαβάσει κανείς διαδοχικά τις τιµές τις F0 που αντιστοιχούν σε καθέναν από τους συνδυασµούς
των x και y, λαµβάνει 0000=0. Με άλλα λόγια, σχηµατίζεται ο δείκτης της συνάρτησης (συνάρτηση F0).
Αντίστοιχα, η συνάρτηση F1, είναι η συνάρτηση που δίνει αποτέλεσµα 1 µόνον όταν x = y = 1:
x y F0
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Η συνάρτηση F1 είναι η συνάρτηση ΚΑΙ. Αν διαβάσει κανείς διαδοχικά τις τιµές τις F1 που αντιστοιχούν
σε καθέναν από τους συνδυασµούς των x και y, λαµβάνει 0001=1. Με άλλα λόγια, σχηµατίζεται ο δείκτης
της συνάρτησης (συνάρτηση F1). Οµοίως, τα αποτελέσµατα κάθε µίας από τις άλλες συναρτήσεις είναι
τέτοια ώστε να σχηµατίζουν κάθε ϕορά έναν από τους αριθµούς από 2-15. Κάθε µία από αυτές τις
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συναρτήσεις ορίζει µία συγκεκριµένη συµπεριφορά της εξόδου σε σχέση µε τις τιµές των εισόδων. Στη
συνέχεια, ϑα περιγράψουµε τις συναρτήσεις αυτές και ϑα δώσουµε την αντίστοιχη αλγεβρική σχέση για
κάθε µία από αυτές.

Η αλγεβρική σχέση γράφεται σε µορφή αθροισµάτων (΄Η) αποτελούµενων από όρους γινοµένων (ΚΑΙ).
Για να εξάγουµε κάθε όρο γινοµένου, εξετάζουµε τις τιµές των x και y για τις οποίες η συνάρτηση
δίνει έξοδο 1. ΄Οταν η τιµή µίας µεταβλητής είναι ίση µε 0, τότε αυτή γράφεται στο γινόµενο µε τη
συµπληρωµατική της µορφή, ενώ όταν είναι ίση µε 1, γράφεται µε την κανονική της µορφή. Κάθε
άθροισµα περιέχει τόσους όρους γινοµένων, όσοι είναι και οι συνδυασµοί των εισόδων για τις οποίες η
συνάρτηση δίνει έξοδο 1.

F0: ΄Οπως αναφέρθηκε παραπάνω, η συνάρτηση F0 είναι ουσιαστικά µία σταθερά µε τιµή 0. Η ονοµασία
της είναι ουδέτερη συνάρτηση.

F1: ΄Οπως αναφέρθηκε παραπάνω, η συνάρτηση F1 είναι η συνάρτηση ΚΑΙ (AND). Η λογική έκφραση
που περιγράφει την F1, είναι F1 = x · y ή F1 = x y (η τελεία παραλείπεται).

F2: Η συνάρτηση ονοµάζεται αποτροπή. Η τιµή της είναι 1 όταν το x είναι 1 και το y είναι 0. Η λογική
έκφραση είναι F2 = x y.

F3: Από τον Πίνακα 2.2 είναι ϕανερό ότι F3 = x. Η συνάρτηση ονοµάζεται µεταφορά, επειδή η τιµή
της εισόδου x µεταφέρεται αυτούσια µέσα από τη λογική πύλη που υλοποιεί τη λογική συνάρτηση.

F4: ΄Οπως και η F2, η συνάρτηση ονοµάζεται αποτροπή. Η τιµή της είναι 1 όταν το x είναι 0 και το y
είναι 1. Η λογική έκφραση είναι F4 = x y.

F5: Από τον Πίνακα 2.2 είναι ϕανερό ότι F5 = y. ΄Οπως και η F3, η συνάρτηση ονοµάζεται µεταφορά.
F6: Η συνάρτηση F6 λαµβάνει τιµή 1 όταν οι είσοδοι x και y διαφέρουν µεταξύ τους. Η ονοµασία

της, Αποκλειστικό ΄Η (XOR), προέρχεται από το γεγονός ότι αποκλείει κάθε περίπτωση ισότητας
ανάµεσα στις εισόδους. Η λογική έκφραση που περιγράφει τη συνάρτηση Αποκλειστικό ΄Η είναι
F6 = x y + x y. Επίσης, συµβολικά γράφεται και x ⊕ y.

F7: Η συνάρτηση F7 δίνει έξοδο 1 όταν έστω µία από τις εισόδους είναι ίση µε 1. Πρόκειται για τη
συνάρτηση ΄Η (OR) και η έκφρασή της είναι F7 = x + y.

F8: Η συνάρτηση F8 δίνει έξοδο 1 όταν και οι δύο είσοδοι x και y είναι ίσες µε 0. Πρόκειται για την
αντίστροφη συνάρτηση της ΄Η, η οποία ονοµάζεται ΟΥΤΕ (NOR). Η έκφρασή της είναι F8 = x y ή
(x + y).

F9: Η συνάρτηση F9 λαµβάνει τιµή 1 όταν οι είσοδοι x και y είναι ίσες µεταξύ τους. Η ονοµασία της είναι
Αποκλειστικό ΟΥΤΕ ή Ισοδυναµία (XNOR). Η λογική έκφραση που περιγράφει τη συνάρτηση
Αποκλειστικό ΟΥΤΕ είναι F9 = x y + x y ή (x ⊕ y) ή (x ⊙ y).

F10: Από τον Πίνακα 2.2 είναι ϕανερό ότι η έξοδος της συνάρτησης F10 είναι αντίστροφη της µεταβλητής
εισόδου y, δηλαδή F10 = y. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται συµπλήρωµα.

F11: Η συνάρτηση F11 δίνει έξοδο 1 όταν η είσοδος x ισούται µε 1 ή όταν η είσοδος y ισούται µε 0,
δηλαδή F11 = x + y. Η συνάρτηση ονοµάζεται συνεπαγωγή.

F12: Από τον Πίνακα 2.2 είναι ϕανερό ότι η έξοδος της συνάρτησης F12 είναι αντίστροφη της µεταβλητής
εισόδου y, δηλαδή F12 = x. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται συµπλήρωµα.

F13: Η συνάρτηση F13 δίνει έξοδο 1 όταν η είσοδος x ισούται µε 0 ή όταν η είσοδος y ισούται µε 1,
δηλαδή F13 = x + y. ΄Οπως και η F11, η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται συνεπαγωγή.

F14: Από τον Πίνακα 2.2, είναι ϕανερό ότι η F14 δίνει έξοδο 1 όταν έστω µία από τις µεταβλητές εισόδου
είναι ίση µε 0. Η συνάρτηση είναι αντίστροφη της ΚΑΙ και ονοµάζεται ΟΧΙ-ΚΑΙ (NAND). Η λογική
της έκφραση είναι F14 = (x · y).

F15: Η συνάρτηση F15 είναι ουσιαστικά µία σταθερά µε τιµή 1. Η ονοµασία της είναι ταυτοτική
συνάρτηση.

Οι λογικές συναρτήσεις της άλγεβρας Boole οµαδοποιούνται σε τρεις κατηγορίες :

1. ∆ύο σταθερές συναρτήσεις µε τιµές 0 και 1, οι F0 και F15.
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Πίνακας 2.7: Οι 16 συναρτήσεις της άλγεβρας Boole

x 0 0 1 1
y 0 1 0 1

Ονοµασία Αλγεβρική Σχέση
F0 0 0 0 0 Ουδέτερη 0
F1 0 0 0 1 ΚΑΙ F1 = x · y
F2 0 0 1 0 Αποτροπή F2 = x y
F3 0 0 1 1 Μεταφορά F3 = x
F4 0 1 0 0 Αποτροπή F4 = x y
F5 0 1 0 1 Μεταφορά F5 = y
F6 0 1 1 0 Αποκλειστικό ΄Η F6 = x y + x y
F7 0 1 1 1 ΄Η F7 = x + y
F8 1 0 0 0 ΟΥΤΕ (x + y)
F9 1 0 0 1 Ισοδυναµία F9 = x y + x y
F10 1 0 1 0 Συµπλήρωµα F10 = y
F11 1 0 1 1 Συνεπαγωγή F11 = x + y
F12 1 1 0 0 Συµπλήρωµα F12 = x
F13 1 1 0 1 Συνεπαγωγή F13 = x + y
F14 1 1 1 0 ΟΧΙ-ΚΑΙ F14 = (x · y)
F15 1 1 1 1 Ταυτοτική 1

2. Τέσσερις συναρτήσεις µίας µεταβλητής, οι συναρτήσεις µεταφοράς και συµπληρώµατος, οι F3, F5,
F10, και F12.

3. ∆έκα συναρτήσεις (F1, F2, F4, F6, F7, F8, F9, F11, F13, και F14) δύο µεταβλητών, οι οποίες ορίζουν
τις πράξεις ΄Η, ΟΥΤΕ, ΚΑΙ, ΄ΟΧΙ ΚΑΙ, Αποκλειστικό ΄Η, Ισοδυναµία, Αποτροπή, και Συνεπαγωγή.

Οι παραπάνω συναρτήσεις είναι στοιχειώδεις και υλοποιούνται µε τη ϐοήθεια των ψηφιακών λογικών
πυλών. Οι πύλες αυτές, καθώς και οι επεκτάσεις τους σε περισσότερες από δύο εισόδους, παρουσιάζονται
αναλυτικά στην επόµενη ενότητα. Στον Πίνακα 2.7 συνοψίζονται οι 16 συναρτήσεις της άλγεβρας Boole.
Οι πρώτες 5 στήλες του πίνακα αποτελούν τον πίνακα αληθείας των συναρτήσεων.

2.6 ΛΟΓΙΚΕΣ ΠΥΛΕΣ

Οι λογικές πύλες είναι κυκλώµατα τα οποία παράγουν συγκεκριµένες εξόδους όταν σε αυτές εφαρµοστούν
συγκεκριµένες είσοδοι. ∆ιαφορετικά, πρόκειται για κυκλώµατα τα οποία υλοποιούν λογικές συναρτήσεις.
Υπάρχουν διάφοροι τύποι λογικών πυλών, καθένας από τους οποίους υλοποιεί µία συνάρτηση Boole
µίας ή δύο µεταβλητών, από αυτές που παρουσιάστηκαν στην Ενότητα 2.5. Κάθε πύλη έχει το δικό της
γραφικό σύµβολο και η λειτουργία της µπορεί να περιγραφεί µε την ϐοήθεια ενός πίνακα αληθείας. ΄Ενα
ενδιαφέρον Ϲήτηµα σε σχέση µε τις λογικές πύλες είναι η ικανότητα ορισµού άλλων µορφών άλγεβρας
Boole, δηλαδή η ικανότητα µίας πύλης να υλοποιεί ‘‘αυτόνοµα’’ κάθε συνάρτηση Boole χωρίς να συνδέεται
µε άλλους τύπους πυλών. ΄Οπως ϑα διαπιστώσουµε στην ενότητα αυτή, οι πύλες ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ και ΟΥΤΕ έχουν
αυτήν τη ικανότητα, ορίζοντας ουσιαστικά άλλες µορφές της άλγεβρας Boole.

Στη συνέχεια αυτής της ενότητας, ϑα περιγράψουµε κάθε πύλη ξεχωριστά και ϑα µελετήσουµε το
Ϲήτηµα της επεκτασιµότητας. Στη συνέχεια, ϑα εξετάσουµε την αυτονοµία υλοποίησης των πυλών ΄ΟΧΙ-
ΚΑΙ και ΟΥΤΕ. Στο τέλος της παραγράφου, ϑα κάνουµε µία σύντοµη πρώτη προσέγγιση σχετικά µε τον
τρόπο διασύνδεσης των διαφόρων πυλών, ώστε να υλοποιηθεί ένα µεγαλύτερο ψηφιακό κύκλωµα.

2.6.1 ΠΥΛΕΣ ∆ΥΟ ΕΙΣΟ∆ΩΝ
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1. Η Πύλη ΚΑΙ (AND) Η πύλη ΚΑΙ δίνει έξοδο 1, όταν όλες οι είσοδοί της είναι ίσες µε 1, διαφορετικά
δίνει έξοδο 0. Η συνάρτηση που υλοποιεί η πύλη ΚΑΙ είναι η F = X Y. Στο Σχήµα 2.1. δίνεται το λογικό
διάγραµµα µιας πύλης ΚΑΙ µε δύο εισόδους, καθώς και ο πίνακας αληθείας της.

Σχήµα 2.1: Το λογικό διάγραµµα της πύλης ΚΑΙ δύο εισόδων και ο πίνακας αληθείας της.

Σύµφωνα µε την Παράγραφο 2.2.1, η λογική πράξη ΚΑΙ είναι αντιµεταθετική και προσεταιριστική.
Αυτό σηµαίνει ότι η πύλη ΚΑΙ µπορεί να επεκταθεί σε µεγαλύτερο πλήθος εισόδων, δηλαδή ισχύει η
σχέση

(x1 x2) (x3 x4) .... (xn−1 xn) = (x1 x2 .... xn−1 xn).

Η παραπάνω ισοδυναµία απεικονίζεται στο Σχήµα 2.2. ΄Οταν οι είσοδοι µιας πύλης ΚΑΙ είναι περισσότε-
ϱες από n > 2, ϑα πρέπει να είναι όλες ίσες µε 1, ώστε η έξοδος της να είναι ίση µε 1. Αν έστω και µία
είσοδος είναι 0, η πύλη ΚΑΙ n εισόδων δίνει έξοδο 0.
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Σχήµα 2.2: Επεκτασιµότητα της πύλης ΚΑΙ. Οι υλοποιήσεις (α) και (ϐ) είναι ισοδύναµες

2. Η Πύλη ΄Η (OR) Η πύλη ΄Η δίνει στην έξοδό της τιµή 1, όταν έστω και µια από τις εισόδους της
είναι 1, διαφορετικά, αν όλες οι είσοδοι είναι 0, τότε η έξοδος είναι 0. Η συνάρτηση που υλοποιεί η
πύλη ΄Η είναι η F = X + Y. Τονίζεται ακόµη µία ϕορά ότι, ενώ συµβολικά γράφεται όπως η πρόσθεση
τα αποτελέσµατά της είναι διαφορετικά από αυτά της δυαδικής πρόσθεσης. Συγκεκριµένα, η πράξη
1 ΄Η 1 δίνει αποτέλεσµα 1, ενώ όπως παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 1, η πρόσθεση δύο µονάδων δίνει
αποτέλεσµα 0. Στο Σχήµα 2.3 δίνεται µια πύλη ΄Η δύο εισόδων και ο πίνακας αληθείας της.

Οµοίως µε τη λογική πράξη ΚΑΙ, η λογική πράξη ΄Η είναι αντιµεταθετική και προσεταιριστική. Επο-
µένως, η πύλη ΄Η µπορεί να επεκταθεί σε µεγαλύτερο πλήθος εισόδων, δηλαδή ισχύει ότι

(x1 + x2) + (x3 + x4) + .... + (xn−1 + xn) = (x1 + x2 + .... + xn−1 + xn).
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Σχήµα 2.3: Το λογικό διάγραµµα της πύλης ΄Η δύο εισόδων και ο πίνακας αληθείας της.

Η παραπάνω ισοδυναµία απεικονίζεται στο Σχήµα 2.4.
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Σχήµα 2.4: Επεκτασιµότητα της πύλης ΄Η. Οι υλοποιήσεις (α) και (ϐ) είναι ισοδύναµες

3. Η Πύλη Αντιστροφέα (Inverter) Ο αντιστροφέας είναι µία πύλη η οποία αντιστρέφει την είσοδο,
δηλαδή αν η είσοδος είναι 0 την µετατρέπει σε 1 και αν είναι 1 την µετατρέπει σε 0. Η συνάρτηση που
υλοποιεί ο αντιστροφέας είναι η F = X (συµπλήρωµα του X). Στο Σχήµα 2.5 δίνεται το σύµβολο του
αντιστροφέα και ο πίνακας αληθείας του. Το κυκλάκι στο δεξί µέρος της πύλης χρησιµοποιείται για να
δείξει αντιστροφή. Γενικώς, το κυκλάκι στα λογικά διαγράµµατα σηµαίνει αντιστροφή.

Σχήµα 2.5: Το λογικό διάγραµµα της πύλης αντιστροφέα και ο πίνακας αληθείας της.

4. Η Πύλη Αποµονωτή (Buffer) Ο αποµονωτής είναι µία πύλη, η οποία δίνει στην έξοδο την τιµή
της εισόδου. Η συνάρτηση που υλοποιεί ο αποµονωτής είναι η F = X. Στο Σχήµα 2.6 δίνεται το σύµβολο
του αποµονωτή και ο πίνακας αληθείας του.
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Πίνακας 2.8: Μη ισοδυναµία των αλγεβρικών σχέσεων (x y z) και (xy) z

x y z x y z (x y) (x y) z (xy) z
0 0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 1

Σχήµα 2.6: Το λογικό διάγραµµα της πύλης αποµονωτή και ο πίνακας αληθείας της.

5. Η Πύλη ΄ΟΧΙ ΚΑΙ (NOT AND - NAND) Η πύλη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ δίνει αποτέλεσµα αντίστροφο από αυτό
της πύλης ΚΑΙ. Η συνάρτηση που υλοποιεί η πύλη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ είναι η F = XY. Στο Σχήµα 2.7. δίνεται
µια πύλη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ µε δύο εισόδους και ο πίνακας αληθείας της. Είναι ϕανερό ότι η πύλη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ δίνει
έξοδο 1, όταν µια έστω είσοδός της είναι 0.

Σχήµα 2.7: Το λογικό διάγραµµα της πύλης ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ και ο πίνακας αληθείας της.

Η λογική πράξη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ είναι αντιµεταθετική, πλην όµως, δεν είναι προσεταιριστική. Αυτό σηµαίνει
ότι η επέκτασή της σε περισσότερες από δύο εισόδους, χρειάζεται µεγάλη προσοχή. Ο Πίνακας 2.8 απει-
κονίζει το γεγονός ότι οι αλγεβρικές εκφράσεις (x y z) και (xy) z δεν είναι ισοδύναµες. Από τον Πίνακα
2.8 είναι ϕανερό ότι η λογική έκφραση (x y z) δεν είναι δυνατόν να υλοποιηθεί χρησιµοποιώντας δύο
πύλες ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ δύο εισόδων. Στην ’σκηση 2.19 δίνεται ένας τρόπος υλοποίησης της λογικής έκφρασης
(x y z) µε µία αλληλουχία (cascading) τριών πυλών ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ δύο εισόδων.

6. Η Πύλη ΟΥΤΕ (NOT OR - NOR) Η πύλη ΟΥΤΕ υλοποιεί τη λογική συνάρτηση F = X + Y. Στο
Σχήµα 2.8. δίνεται το λογικό διάγραµµα µια πύλης ΟΥΤΕ µε δύο εισόδους και ο πίνακας αληθείας της.
Η έξοδος της πύλης ΟΥΤΕ είναι 0, όταν µια έστω είσοδός της είναι 1, διαφορετικά, είναι 1.

Η λογική πράξη ΟΥΤΕ, είναι αντιµεταθετική, πλην όµως, δεν είναι προσεταιριστική. Ο Πίνακας 2.9
δείχνει ότι οι αλγεβρικές εκφράσεις (x + y + z) και (x + y) + z δεν είναι ισοδύναµες.

Από τον Πίνακα 2.9, είναι ϕανερό ότι η λογική έκφραση (x + y + z) δεν είναι δυνατόν να υλοποιηθεί
χρησιµοποιώντας δύο πύλες ΟΥΤΕ δύο εισόδων. Στην ’σκηση 2.19 δίνεται ένας τρόπος υλοποίησης της
λογικής έκφρασης (x + y + z) µε µία αλληλουχία τριών πυλών ΟΥΤΕ δύο εισόδων.

7. Η Πύλη Αποκλειστικό ΄Η (xclusive OR - XOR) Η πύλη αποκλειστικό-΄Η δύο εισόδων δίνει
έξοδο 0, όταν οι δύο είσοδοι είναι ίδιες µεταξύ τους (0 ή 1), και 1 αν διαφέρουν. Η συνάρτηση που
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Σχήµα 2.8: Το λογικό διάγραµµα της πύλης ΟΥΤΕ και ο πίνακας αληθείας της.

Πίνακας 2.9: Μη ισοδυναµία των αλγεβρικών σχέσεων (x + y + z) και (x + y) + z

x y z x + y + z (x + y) (x + y) + z (x + y) + z
0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 1 0

υλοποιεί η πύλη αποκλειστικό ΄Η είναι η F = XY +XY, η οποία συµβολίζεται και ως : X ⊕ Y. Στο Σχήµα
2.9 δίνεται το λογικό διάγραµµα µιας πύλης αποκλειστικό-΄Η δύο εισόδων και ο πίνακας αληθείας της.

Σχήµα 2.9: Το λογικό διάγραµµα της πύλης Αποκλειστικό ΄Η και ο πίνακας αληθείας της.

Η συνάρτηση Αποκλειστικό ΄Η είναι αντιµεταθετική και προσεταιριστική, εποµένως επεκτείνεται σε
πολλές εισόδους. Σε περίπτωση που η πύλη έχει n > 2 εισόδους, η έξοδος είναι 1, όταν οι είσοδοι
έχουν περιττό συνολικό πλήθος µονάδων και 0 όταν οι είσοδοι έχουν άρτιο συνολικό πλήθος µονάδων.
Ο Πίνακας 2.10 αποδεικνύει την προσεταιριστική ιδιότητα της πράξης Αποκλειστικό ΄Η.

8. Η Πύλη Αποκλειστικό ΟΥΤΕ (xclusive OR - XOR) Η πύλη αποκλειστικό ΟΥΤΕ δύο εισόδων
δίνει αποτέλεσµα 1, όταν οι δύο είσοδοι είναι ίδιες (0 ή 1) και 0 αν είναι διαφορετικές. Η συνάρτηση
που υλοποιεί η πύλη αποκλειστικό-ΟΥΤΕ είναι η F = XY + XY, η οποία συµβολίζεται και ως : (X ⊕ Y)
ή (X ⊙ Y). Το λογικό διάγραµµα µιας πύλης αποκλειστικό-ΟΥΤΕ δύο εισόδων και ο πίνακας αληθείας
της δίνονται στο Σχήµα 2.10. Η λογική πράξη αποκλειστικό ΟΥΤΕ, είναι αντιµεταθετική, πλην όµως, δεν
είναι προσεταιριστική. Ο Πίνακας 2.11 δείχνει ότι οι αλγεβρικές εκφράσεις (x ⊕ y ⊕ z) και (x ⊕ y) ⊕ z δεν
είναι ισοδύναµες.

Από τον Πίνακα 2.11, είναι ϕανερό ότι η λογική έκφραση (x ⊕ y ⊕ z) δεν µπορεί να υλοποιηθεί χρη-
σιµοποιώντας 2 πύλες αποκλειστικό ΟΥΤΕ 2 εισόδων. Στην ’σκηση 2.19 δίνεται ένας τρόπος υλοποίησης
της λογικής έκφρασης (x ⊕ y ⊕ z) µε µία αλληλουχία τριών πυλών αποκλειστικό ΟΥΤΕ 2 εισόδων.
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Πίνακας 2.10: Προσεταιριστική ιδιότητα της πράξης Αποκλειστικό ΄Η

x y z (x ⊕ y ⊕ z) A = (x ⊕ y) (A ⊕ z)
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1

Σχήµα 2.10: Το λογικό διάγραµµα της πύλης Αποκλειστικό ΟΥΤΕ και ο πίνακας αληθείας της.

Πίνακας 2.11: Μη ισοδυναµία των αλγεβρικών σχέσεων (x ⊕ y ⊕ z) και (x ⊕ y) ⊕ z

x y z x ⊕ y ⊕ z (x ⊕ y) (x ⊕ y) ⊕ z (x ⊕ y) ⊕ z
0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 1 1 0
1 1 1 0 1 0 1

2.6.2 ΙΚΑΝΟΤΗΤΑ ΟΡΙΣΜΟΥ ΑΛΛΩΝ ΜΟΡΦΩΝ ΑΛΓΕΒΡΑΣ BOOLE

Στην παράγραφο αυτή δίνεται µία πρώτη προσέγγιση στην ικανότητα των πυλών ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ και ΟΥΤΕ να
υλοποιούν αυτόνοµα οποιαδήποτε άλλη λογική συνάρτηση. Στην πράξη, η ικανότητα αυτή σηµαίνει
ικανότητα ορισµού άλλων µορφών άλγεβρας Boole. Περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τον τρόπο
υλοποίησης οποιουδήποτε λογικού κυκλώµατος µε αυτούς τους τύπους πυλών παρουσιάζονται στο Κε-
ϕάλαιο 4. Εδώ, ϑα αρκεστούµε να δείξουµε µε διαγράµµατα πυλών ότι οι αντίστοιχες λογικές πράξεις
΄ΟΧΙ-ΚΑΙ και ΄Η µπορούν να αντικαταστήσουν τις λογικές πράξεις ΚΑΙ, ΄Η, και συµπλήρωµα, οι οποίες
ορίζουν την άλγεβρα Boole.

Ξεκινώντας µε την πράξη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ, το Σχήµα 2.11 δείχνει παρατάξεις πυλών οι οποίες αντικαθιστούν
τις λογικές πράξεις που ορίζουν την άλγεβρα Boole. Στο Σχήµα 2.11(α) απεικονίζεται µία υλοποίηση
του αντιστροφέα µε µία πύλη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ. Το σήµα x τροφοδοτεί τις δύο ειδόδους της πύλης ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ, µε
αποτέλεσµα, αν x = 0 η έξοδος F να είναι ίση µε 0 · 0 = 1 = x και αν x = 1 η έξοδος F να είναι ίση µε
1 · 1 = 01 = x.

Στο Σχήµα 2.11(ϐ) απεικονίζεται µία υλοποίηση της πύλης ΚΑΙ δύο εισόδων µε µία παράταξη πυλών
΄ΟΧΙ-ΚΑΙ. Οι είσοδοι x, y της πύλης ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ µε αριθµό 1 παράγουν τον πίνακα αληθείας του Σχήµατος
2.7. Η πύλη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ µε αριθµό 2 λειτουργεί ως αντιστροφέας, ο οποίος παράγει τελικά τον πίνακα



ΛΟΓΙΚΕΣ ΠΥΛΕΣ 27

X

X

Υ

X

Υ

F F
F

(α)

(γ)

(β)

Σχήµα 2.11: Αντικατάσταση των λογικών πράξεων συµπληρώµατος, ΚΑΙ, ΄Η από την πράξη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ

αληθείας της πύλης ΚΑΙ δύο εισόδων (Σχήµα 2.1).
Τέλος, στο Σχήµα 2.11(γ) απεικονίζεται µία υλοποίηση της πύλης ΄Η δύο εισόδων µε µία παράταξη

πυλών ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ. Οι πύλες ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ µε αριθµό 1 και 2 λειτουργούν ως αντιστροφείς των εισόδων x και
y. Αυτό σηµαίνει ότι η πύλη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ µε αριθµό 3 υλοποιεί τη λογική σχέση (x · y). ΄Οµως, από το
ϑεώρηµα De Morgan, (ϑεώρηµα 4β), x · y = x + y. Με αντίστοιχους συλλογισµούς, οι παρατάξεις πυλών
των Σχηµάτων 2.12(α), 2.12(ϐ), και 2.12(γ), αντικαθιστούν τις πύλες αντιστροφέα, ΚΑΙ, και ΄Η, αντίστοιχα.
Ειδικότερα, για το Σχήµα 2.13(ϐ), η λογική έκφραση που υλοποιείται είναι η (x + y), η οποία λόγω του
ϑεωρήµατος De Morgan (ϑεώρηµα 4α), είναι ισοδύναµη µε την x · y.
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Σχήµα 2.12: Αντικατάσταση των λογικών πράξεων συµπληρώµατος, ΚΑΙ, ΄Η από την πράξη ΟΥΤΕ

Βάσει των παραπάνω, µπορούµε να δώσουµε τους ακόλουθους επιπλέον ορισµούς της άλγεβρας
Boole:

A = {(0,1), NAND} Πράξη ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ πάνω στα στοιχεία 0 και 1
A = {(0,1), NOR} Πράξη ΟΥΤΕ πάνω στα στοιχεία 0 και 1

2.6.3 ∆ΙΑΣΥΝ∆ΕΣΗ ΨΗΦΙΑΚΩΝ ΛΟΓΙΚΩΝ ΠΥΛΩΝ

Οι λογικές πύλες που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 2.6.1, συνδυάζονται µεταξύ τους για να υλο-
ποιήσουν λογικά κυκλώµατα. Στην παράγραφο αυτή, ϑα προσεγγίσουµε για πρώτη ϕορά το Ϲήτηµα
της διασύνδεσης µεταξύ των πυλών. Φυσικά, πολύ περισσότερες λεπτοµέρειες υπάρχουν στη συνέχεια
του ϐιβλίου. Στο σηµείο αυτό, έχει σηµασία να κατανοήσει ο αναγνώστης ότι ένα λογικό κύκλωµα που
υλοποιεί µία οποιαδήποτε λειτουργία είναι δυνατόν να υλοποιηθεί µε διάφορους τρόπους (λιγότερο ή
περισσότερο όµοιους µεταξύ τους), χρησιµοποιώντας διαφορετικούς τύπους πυλών και διαφορετικές δια-
συνδέσεις αυτών. Αυτή ακριβώς είναι και η έννοια της σχεδίασης: ένα κύκλωµα µπορεί να υλοποιηθεί
µε πολλούς τρόπους.

Ως παράδειγµα, ϑεωρείστε την υλοποίηση ενός λογικού κυκλώµατος, το οποίο συγκρίνει δύο τετράδες
bits µεταξύ τους. Οι δύο τετράδες είναι ίδιες αν όλα τα Ϲεύγη bits που συγκρίνονται είναι ίδια. Σε αυτή
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την περίπτωση, η έξοδος του κυκλώµατος γίνεται 1. Αν έστω και ένα Ϲεύγος συγκρινόµενων bits δεν είναι
ίδιο, τότε οι τετράδες είναι διαφορετικές και η έξοδος του κυκλώµατος δίνει 0. Από το σύνολο των πυλών
που παρουσιάστηκαν, η πύλη αποκλειστικό-ΟΥΤΕ 2 εισόδων είναι εκείνη, η οποία δίνει έξοδο 1, όταν οι
είσοδοί της είναι ίδιες µεταξύ τους. Εποµένως, αν ορίσουµε ότι A = a3, a2, a1, a0 και B = b3, b2, b1, b0, είναι
οι δύο τετράδες bits, τότε η σύγκριση µεταξύ των Ϲευγών bits (a3, b3), (a2, b2), (a1, b1), και (a0, b0) µπορεί
να γίνει µε 4 πύλες αποκλειστικό-ΟΥΤΕ µε δύο εισόδους, στις οποίες εφαρµόζονται τα συγκρινόµενα
Ϲεύγη bits. Οι τέσσερις έξοδοι των πυλών αποκλειστικό-ΟΥΤΕ στη συνέχεια, ϑα τεθούν ως είσοδοι σε µια
πύλη ΚΑΙ τεσσάρων εισόδων, ώστε να ελεγθεί αν όλα τα Ϲεύγη είναι µεταξύ τους ίσα. Η πύλη ΚΑΙ, ϑα
δώσει έξοδο 1 µόνο αν όλες οι είσοδοί της (δηλαδή οι έξοδοι όλων των πυλών αποκλειστικό-ΟΥΤΕ) είναι
ίσες µε 1. Αν έστω και σε µια σύγκριση ϐρεθούν διαφορετικά bits, τότε η έξοδος της αντίστοιχης πύλης
αποκλειστικό-ΟΥΤΕ ϑα γίνει 0 και εποµένως η έξοδος της πύλης ΚΑΙ ϑα είναι 0. Το λογικό διάγραµµα
του συγκριτή τεσσάρων bits δίνεται στο Σχήµα 2.13.

Σχήµα 2.13: Λογικό διάγραµµα κυκλώµατος συγκριτή τεσσάρων bits µε διασύνδεση πυλών αποκλειστι-
κό ΟΥΤΕ, ΚΑΙ.
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Σχήµα 2.14: Λογικό διάγραµµα κυκλώµατος συγκριτή τεσσάρων bits µε διασύνδεση πυλών αποκλειστι-
κό ΄Η, αντιστροφέων, ΚΑΙ.

Ο συγκριτής τεσσάρων bits µπορεί να υλοποιηθεί λίγο διαφορετικά, χρησιµοποιώντας πύλες αποκλει-
στικού ΄Η. Στην περίπτωση αυτή, οι 4 είσοδοι της πύλης ΚΑΙ ϑα είναι 1, όταν τα Ϲεύγη bits µεταξύ τους
είναι διαφορετικά. Εποµένως, ϑα χρειαστούν αντιστροφείς για να συµπληρωθεί το αποτέλεσµα των εξόδων
των τεσσάρων πυλών αποκλειστικό ΄Η. Αυτή η λίγο διαφορετική σχεδίαση απεικονίζεται στο Σχήµα 2.14.
Από την Παράγραφο 2.6.2, είναι ϕανερό ότι το κύκλωµα του συγκριτή µπορεί να υλοποιηθεί µε άλλους
δύο τρόπους : Με πύλες ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ ή µε πύλες ΟΥΤΕ. Αυτό σηµαίνει ότι οι λογικές πράξεις Αποκλειστικό
΄Η και Αποκλειστικό ΟΥΤΕ ϑα πρέπει να γραφτούν σε µορφή που περιλαµβάνει τις πράξεις (·), (+) , και
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(′):

f = x ⊕ y = x y + x y
f = x ⊕ y = x y + x y

Στη συνέχεια, κάθε πράξη ϑα πρέπει να υλοποιηθεί µε µία από τις διατάξεις των Σχηµάτων 2.12(α)-
2.12(γ) για υλοποίηση µε πύλες ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ ή µε µία από τις διατάξεις των Σχηµάτων 2.13(α)-2.13(γ) για
υλοποίηση µε πύλες ΟΥΤΕ.
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2.8 ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΟΙ ΚΑΙ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Βασικοί ΄Οροι

άλγεβρα Boole επιµεριστική ιδιότητα ΄ΟΧΙ
αντιµεταθετική ιδιότητα ΄Η ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ
αντιστροφέας ϑεώρηµα De Morgan προσεταιριστική ιδιότητα
αξιώµατα άλγεβρας Boole ϑεωρήµατα άλγεβρας Boole συµπλήρωµα
απλοποίηση λογικών συναρτήσεων ΚΑΙ συµπλήρωµα συνάρτησης
Αποκλειστικό ΟΥΤΕ κλειστότητα σύνολο

Ασκήσεις

2.1. Να αποδείξετε ότι x y + x z + y z = x y + x z, χρησιµοποιώντας τα αξιώµατα της άλγεβρας Boole.

2.2. Να αποδείξετε ότι x y z + x y z + x y z + x y z = x

2.3. Να αποδείξετε το επιµεριστικό αξίωµα x + yz = (x + y)(x + z), χρησιµοποιώντας αξιώµατα της
άλγεβρας Boole

2.4. Χρησιµοποιώντας πίνακα αληθείας, να αποδείξετε το ϑεώρηµα De Morgan: (xyz) = x + y + z

2.5. Να απλοποιηθούν οι λογικές συναρτήσεις :
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α. x y z + x y z + x y z + x y z + x y z
ϐ. x y z + x y z + x y z + x y z

γ. A B C + A B C + A B

2.6. Να απλοποιηθούν οι λογικές συναρτήσεις :

α. (B C + A D)(A B + C D)
ϐ. (x y z)(x y z)
γ. (x + y)(x + y)(x + y + x y)

2.7. Απλοποιείστε τις παρακάτω συναρτήσεις, χρησιµοποιώντας τα ϑεωρήµατα της άλγεβρας Boole.

α. AB(B + C + B C) + B
ϐ. B(A + C)(A + B + C)
γ. (A + B + A +D)

δ. A B + C + C + AB + CD
ε. A B C D + C D + C D

στ. A B(B + C) + (B ⊕ C)
Ϲ. A B(B + C) + (B ⊕ C)

2.8. Απλοποιείστε τις συµπληρωµατικές συναρτήσεις της ’σκησης 2.7.

2.9. Αν F = xz + x y είναι µία απλοποιηµένη συνάρτηση, να ϐρείτε µία συνάρτηση F1 αποτελούµενη
από 4 αθροίσµατα γινοµένων, η οποία όταν απλοποιείται οδηγεί στην F.

2.10. Να αποδείξετε ότι x y z + x y z + x y z + x y z = x ⊕ y ⊕ z

2.11. Να αποδείξετε ότι xy + xz + yz = xy + (x ⊕ y)z.

2.12. Να ϐρείτε το συµπλήρωµα της λογικής συνάρτησης F = x y + x z και να αποδείξετε ότι F F = 0

2.13. Να ϐρείτε τα συµπληρώµατα των λογικών συναρτήσεων:

α. F = A B + A B C + A C
ϐ. F = (A B + C)D + AB
γ. F = (x + y + z)(z + x)(y + z + x)

2.14. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του De Morgan, να µετατρέψετε τις παρακάτω συναρτήσεις σε ισο-
δύναµες, οι οποίες ϑα περιέχουν µόνον πράξεις ΄Η και συµπληρώµατος.

α. F = x y + x z + y z

ϐ. F = (A + B)(A + C)(A + C)

2.15. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του De Morgan, να µετατρέψετε τις συναρτήσεις της ’σκησης 2.14
σε ισοδύναµες, οι οποίες ϑα περιέχουν µόνον πράξεις ΚΑΙ και συµπληρώµατος.

2.16. Να δείξετε ότι το δυϊκό της συνάρτησης αποκλειστικού ΄Η δύο εισόδων ισούται µε τη συµπληρωµα-
τική της συνάρτηση.

2.17. Να υλοποιήσετε τη λογική έκφραση f = x y z w µε πύλες ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ 2 εισόδων.

2.18. Να υλοποιήσετε τη λογική έκφραση f = x + y + z + w µε πύλες ΟΥΤΕ 2 εισόδων.

2.19. Στην Παράγραφο 2.6.1, αναφέρθηκε ότι δεν µπορούµε να υλοποιήσουµε τις λογικές πράξεις ΄ΟΧΙ-
ΚΑΙ, ΟΥΤΕ, και Αποκλειστικό ΟΥΤΕ τριών µεταβλητών, µε δύο πύλες ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ, ΟΥΤΕ, και Απο-
κλειστικό ΟΥΤΕ δύο εισόδων, αντίστοιχα. Ωστόσο, µπορούµε να επιτύχουµε την υλοποίηση αυτών
των λογικών πράξεων, αν χρησιµοποιήσουµε µία αλληλουχία (cascading) τριών πυλών ΄ΟΧΙ-ΚΑΙ,
ΟΥΤΕ, και Αποκλειστικό ΟΥΤΕ δύο εισόδων, αντίστοιχα. Να δείξετε αυτές τις υλοποιήσεις.
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2.20. Γράψτε τον πίνακα αληθείας για την µετατροπή ενός δυαδικού αριθµού 4 bit σε κώδικα Gray
των τεσσάρων bit. Γράψτε τις συναρτήσεις για τον υπολογισµό του κάθε bit και απλοποιείστε τις
χρησιµοποιώντας τα ϑεωρήµατα της άλγεβρας Boole.

2.21. Γράψτε τον πίνακα αληθείας για την µετατροπή ενός κώδικα Gray των τεσσάρων bit σε δυαδικό
αριθµό των 4 bit. Γράψτε τις συναρτήσεις για τον υπολογισµό του κάθε bit και απλοποιείστε τις
χρησιµοποιώντας τα ϑεωρήµατα της άλγεβρας Boole.

2.22. Σχεδιάστε το λογικό κύκλωµα για τη µετατροπή ενός αριθµού BCD σε κώδικα excess-3 των 4 bit.

2.23. Να υπολογίσετε το αντίστροφο της συνάρτησης f = AB(B + AD) και να το απλοποιήσετε. Να
σχεδιάσετε το αντίστοιχο λογικό διάγραµµα.

2.24. Απλοποιείστε τις παρακάτω συναρτήσεις και σχεδιάστε το αντίστοιχο λογικό κύκλωµα.

α. A B C D + B C D + B C D + A C D + A B D
ϐ. (A D + C)(B + A D)(B + C)

γ. A(B C D C E C)

2.25. Να αποδείξετε ότι

α. (A ⊕ B) ⊕ (b ⊕ C) = A + C

ϐ. (A ⊕ B) ⊕ C = A ⊕ (B ⊕ C)

2.26. Να αποδείξετε τις παρακάτω ισότητες :

α. A ⊕ B = A ⊕ B
ϐ. A ⊕ B ⊕ A B = A + B
γ. A ⊕ B = A ⊕ B ⊕ 1

2.27. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΟ ΄Η και ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΙΑ είναι συµπληρωµατικές για
άρτιο αριθµό όρων, και ταυτόσηµες για περιττό αριθµό όρων. ∆ηλαδή:
x1 ⊕ x2 ⊕ x3.... ⊕ xn = x1 ⊙ x2 ⊙ x3.... ⊙ xn, αν το n είναι άρτιο
x1 ⊕ x2 ⊕ x3.... ⊕ xn = x1 ⊙ x2 ⊙ x3.... ⊙ xn, αν το n είναι περιττό

(Υπόδειξη : αποδείξτε τις ισότητες για n = 2 και n = 3 και χρησιµοποιείστε µαθηµατική επαγωγή).




